TRANSFINITO E CONTINUO 
(II problema del continuo in Cantor e negli sviluppi piu recenti) 


Parte Prima 

Numeri reali e continuita 


Premessa 

II problema della continuita e sempre stato considerato un problema centrale nella 
filosofia della matematica. In generale connesso a quello dell’infinita, esso e stato 
oggetto di indagine da parte di filosofi e matematici o discusso spesso da angolazioni 
differenti. Fin dai tempi di Newton, ad esempio, si e cercata la natura della infinita e 
della continuita attraverso le discussioni del cosiddetto “calcolo infmitesimale”. 
Tuttavia, mentre in linea teorica questo calcolo solitamente oggi viene svincolato da 
una teoria degli infinitesimali, la matematica ha, a poco a poco, guadagnato un nuovo 
dominio che e logicamente antecedente ad esso, quello della teoria degli insiemi (in 
particolare, quello della teoria del transfmito). La tradizione filosofica ha in genere 
trattato il problema del continuo in stretta connessione con un riferimento essenziale 
alio spazio e al tempo: da questo punto di vista, veramente la problematica del 
continuo ha una lunga storia, che risale alia speculazione classica. Echi di tale 
speculazione non soltanto li ritroviamo continuamente nel pensiero matematico 
dell’eta moderna, ma anche nell’emergere dell’esigenza critica del secolo XIX, come 
pure, anche se sottilmente sfumati e fusi con sollecitazioni e motivazioni di altra 
origine e natura, in certe attuali posizioni assunte dai vari indirizzi nella filosofia 
della matematica a proposito del problema della matematica del continuo. Ma la vera 
e propria svolta a carattere epistemologico appare situarsi nella seconda meta del 
secolo scorso: essa e agli inizi rappresentata da una teoria della continuita che viene 
sviluppata su una base, per cosi dire di matematica “pura” svincolandosi pienamente 
da ogni concezione generica ed intuitiva della continuita. Si e avuto un’inversione del 
problema. Ancora nella filosofia di Kant, “la filosofia dello spazio e del tempo 
precede quella della continuita, Festetica trascendentale precede la dialettica 
trascendentale, le antinomie (per lo meno quelle matematiche) sono essenzialmente 
spazio-temporali” (Russell [1] pag 365): in Kant si trova espresso con estremo vigore 
e in una particolare e originale connessione con una tematica filosofica, un punto di 
vista assai diffuso anche tra i matematici del suo tempo: quello appunto del legame 
tra continuita matematica e continuita spazio-temporale. La scoperta delle geometrie 
non euclidee, lo sviluppo di uno studio algebrico astratto, il processo di 
aritmetizzazione della Analisi sono tutti procedimenti che hanno invece contribuito a 
una svolta in questo senso. Il presente lavoro comincia proprio da questa svolta, per 
esaminarne alcune implicanze, ed in particolare la connessione con una delle piu 
ambiziose teorie della infinita matematica che mai siano apparse, la teoria del 
transfinito; esso e diviso in cinque parti: la parte I fa riferimento alia “svolta” di cui 
sopra, esaminando la teoria dei numeri reali e della continuita di Cantor e quella di 



Dedekind, due “punti fermi” della Analisi del secolo scorso, oggi accettati 
usualmente dalla prassi matematica (anche se non mancano alcune critiche 
radicalmente riduttive come quelle intuizioniste). La II parte esamina il problema del 
continuo alia luce di questa svolta e in connessione con la teoria del transfinito: 
l’esplorazione del continuo in chiave di teoria del transfinito porta infatti a cogliere 
un particolare aspetto del problema che presenta lati non meno sorprendenti e 
paradossali della problematica classica. La II parte ha un taglio piu propriamente 
storico: al fine di una discussione teoretica del problema del continuo, relativa ai 
recenti sviluppi dell’indagine logica della teoria degli insiemi, e parso opportuno 
infatti osservare anche la genesi storica del problema (insiemistico) del continuo, 
soprattutto riferendosi al principale creatore della teoria degli insiemi, Georg Cantor. 
La III parte, per completezza, accenna a una trattazione del continuo che e 
sostanzialmente diversa da quella “ingenua” cantoriana, sia dalle attuali teorie 
assiomatiche che tentano di ricostruire “il paradiso” della teoria di Cantor. Nella parte 
IV invece viene affrontata la questione nell’ambito degli sviluppi contemporanei 
delle teorie assiomatico-formali degli insiemi. 

La parte V contiene infine una discussione dei risultati di cui alia parte precedente e 
indica la nuova forma che vengono ad assumere oggi i problemi connessi al continuo 
insiemistico. Il criterio seguito nell’esposizione di parti tecniche e il seguente: ogni 
concetto relativo alia teoria degli insiemi viene definito nel corpo del lavoro. Concetti 
e tecniche relative ad altre teorie matematiche sono invece presupposti. In particolare 
e presupposta la conoscenza della logica elementare. 

1- Numeri reali secondo Cantor. 

Lo sviluppo di un’esigenza critica nei matematici della seconda meta del sec. XIX si 
pud schematizzare in due fasi. La prima e costituita dal processo di aritmetizzazione 
iniziato da Weierstrass; la seconda dal processo di logicizzazione iniziatosi con 
Frege, e portato al suo grado di maggiore perfezione da Russell nei primi del ‘900. A 
questa seconda fase si innesta quel complesso di discussioni da cui si e poi sviluppata 
la problematica relativa ai fondamenti della matematica. Si fissi l’attenzione su 
Weierstrass (1819-1897). 

A Cauchy (1798-1857) era toccato il compito, all’inizio del sec.XIX, di sviluppare 
coerentemente quell’interpretazione 1 dei concetti fondamentali del calcolo per cui “la 
theorie de la limite est la base de la vrai metaphysique du calcul differentiel”, per 
dirla con D’Alembert. Cauchy in particolare aveva individuato corretto per decidere 
della convergenza delle serie infinite e la condizione sotto cui un numero viene 
generato come valore limite mediante un processo infinito. Ma proprio 
approfondendo le dimostrazioni di Cauchy, Weirstrass giunse alia convinzione che il 
criterio di Cauchy richieda la defmizione del concetto di numero reale, definizione 
che manca, in forma esplicita, nell’opera di Cauchy. 

La riflessione sui numeri reali appariva cosi come l’ultimo passo necessario per 
gettare piena luce sull’edificio del calcolo di Newton o di Leibniz. 



Come e noto, le idee di Weirstrass sui numeri reali rimasero per vari anni alio stato di 
elaborazione orale“. E’ nel 1872 che compaiono infine delle pubblicazioni scritte. 
Nessuno porta il nome di Weirstrass, ma una di esse e strettamente legata alle sue 
idee ed e la memoria “ Hubert Die ausdehnung eines satzes aus der theorie der 
trigonometrichen reihen ”, dovuta a Georg Cantor (1845-1918). 

Oltre al tema contemplato nel titolo in esse si trova un metodo per Eintroduzione dei 
numeri reali; il secondo lavoro e un trattato di analisi infmitesimale di Meray, che 
prometteva (analogamente a quanto faceva Weirstrass nei corsi orali) all’edificio del 
calcolo una esposizione dei numeri reali. La terza pubblicazione e la ormai classica 
“ Stetigkeit und irractionale zahlen ” di R. Dedekind (1831-1916). Differenti 
definizioni dei numeri irrazionali sono oggi assai numerose. In questa sede l’interesse 
sara rivolto soprattutto a quella di Cantor (con cui, sostanzialmente, quella di Meray 
coincide) e a quella di Dedekind. Punto di partenza per entrambe e una soddisfacente 
teoria dei numeri razionali. Esaminiamo per prima la teoria di Cantor. La base di 
quanto verra discusso in queste pagine si trova nel concetto di successione. Si ha una 
successione (per es. di numeri razionali) se si sostituiscono i termini della serie 
naturale 1, 2, 3, 4,... con numeri qualunque (per es. razionali). E’ questione 
controversa sia che si debbano ammettere solo successioni tali per cui si da una legge 
di formazione, sia cosa intendere di preciso per “legge”, se una formula matematica o 
anche una prescrizione in parole, etc. In questa sede ci si limita alle successioni 
convergenti: si dice che la successione ^ conver g e verso il limite a 

(in simboli: lim = a) se per quasi tutti (cioe tutti, eccetto al piu un numero finito 

n—> oo 

di essi) gli N vale la disuguaglianza | a - a | < 8 dove 8 e un numero positivo, 
arbitrariamente piccolo. Ma sulla base dei teoremi di Cauchy si e in grado di 
determinare se una successione converge, pur non conoscendo il suo limite; la 
successione di cui sopra e convergente se, fissato un 8 positivo arbitrario, si pud 
sempre determinare un indice N tale, quando sia n>N si abbia | a n - a n+ p | < 8 , 

per ogni numero naturale p. 

L’idea centrale di Cantor consiste nell’identificare un numero reale con una 
successione convergente di numeri razionali. Ecco il breve procedimento. Una 
successione che indicheremo ( a n ) e in particolare una zero- successione se converge 

a zero. Due successioni convergenti (a n ), (b n ) si dicono uguali allorche la 

successione delle differenze (a n - b n ) e una zero-successione. La relazione di 

uguaglianza tra successioni convergenti, teste introdotta, gode della proprieta 
riflessiva, simmetrica, transitiva. E’ possibile introdurre pure un ordinamento, 
definendo come positiva una successione se esiste un numero razionale positivo r alia 
cui destra cadono quasi tutti i termini della successione; e come negativa una 
successione se esiste un numero razionale negativo s, alia cui sinistra cadono quasi 
tutti i termini della successione . Si dice quindi che la successione (a n ) e maggiore 

della successione (b n ), allorche la successione (a n - b n ) e positiva, si dice che (a n ) e 

minore di (b n ) allorche (a n - b n ) e negativa. Si dimostra allora che una qualunque 



successione convergente e positiva o e negativa o e una zero-successione e che le 
successioni convergenti formano un sistema totalmente ordinato. II passo successivo 
consiste nell’introdurre le ordinarie operazioni nel sistema delle successioni: si 
definiscono cosi i concetti di somma, di prodotto, etc. di successivi convergenti, per 
esempio si pone (a n ) + (b n ) = (a n + b n ), etc. Tali operazioni soddisfano le medesime 

proprieta formali delle analoghe operazioni sui numeri razionali: in altre parole le 
successioni convergenti di numeri razionali possono venire tra loro confrontate, 
sommate, moltiplicate come i numeri razionali stessi e il passo conclusivo e appunto 
quello di identificare con una successione convergente di numeri razionali insieme 
con tutte le successioni convergenti ad essa uguali. L’identificazione e, in realta, fatta 
con un’intera classe di successioni convergenti, che pud essere intesa come elemento 
dell’insieme quoziente delTinsieme delle successioni convergenti, modulo la 
relazione d’equivalenza costituita dall’eguaglianza di successioni convergenti. Questa 
e la ragione per cui, ogni qualvolta si definisce una nuova relazione su questi “numeri 
reali” occorre mostrare che si tratta di una relazione ben definita, cioe definita per le 
classi di equivalenza in cui sono ripartite le successioni, e non per i singoli 
rappresentanti di esse. Ci si pud chiedere in che rapporto stiano i nuovi numeri con i 
numeri primitivi da cui siamo partiti. II voler inserire i razionali tra questi numeri 
reali, come se ne costituissero una sottoclasse, e solo una confusione logica. 
Trascegliendo invece le successioni distinte con limite razionale, si osserva 
agevolmente che sussiste tra queste e i numeri razionali una corrispondenza 
biunivoca, simile e isomorfa 4 . E’ questa osservazione a rendere ragione del fatto che, 
abitualmente, si sogliono vedere i numeri razionali come una sottoclasse del campo 
reale. II risultato fondamentale che chiude infine la costruzione cantoriana e il 
seguente: ridefinendo sui numeri reali i concetti di successione convergente, di zero- 
successione, di eguaglianza di successioni, etc. si riesce a mostrare che, data una 
qualunque successione convergente di numeri reali, esiste una successione 
convergente di numeri reali razionali identificabile con essa. In breve, cio significa 
che il campo dei numeri reali defmiti da Cantor e chiuso rispetto a quella operazione 
di limite, che ha permesso la generazione del sistema dei reali a partire dai razionali. 

2- Numeri reali secondo Dedekind. 

La teoria dedekindiana si basa invece su un concetto diverso, quello della partizione. 
Si supponga di avere diviso Tinsieme dei numeri razionali in due sottoinsiemi A e B, 
tali che: 1) nessuno dei due insiemi sia vuoto; 2) ogni numero di A sia minore di ogni 
numero di B; 3) di ogni numero razionale risulti stabilito in modo univoco se 
appartiene ad A o B. Una qualsiasi suddivisione che soddisfa 1), 2), 3) sara detta 
partizione del campo razionale (A/B); si diranno uguali due partizioni (A/B) e (A 1 /B 1 ) 
se A coincide con A 1 , e B con B 1 , salvo la piu Teccezione di un numero. 

Si dira invece che la partizione (A/B) e minore della partizione (AVB 1 ) se esistono 
dei numeri razionali che appartengono ad A 1 senza appartenere ad A. Una partizione 
(A/B) si dice positiva se A contiene almeno un numero razionale positivo. Si dice 
negativa se B contiene almeno un numero negativo, si dice nulla se in A non si 



trovano numeri positivi, in B non si trovano numeri negativi. Si dimostra 
agevolmente che la relazione di eguaglianza gode delle proprieta riflessiva, 
simmetrica, transitiva; che una qualunque relazione risulta positiva, negativa o nulla, 
e che le partizioni formano un sistema totalmente ordinato. E’ possibile inoltre 
introdurre operazioni di somma, prodotto, etc. di partizioni in modo che esse godano 
di tutte le proprieta formali delle analoghe operazioni deiraritmetica razionale. A 
conclusione, dal momento che le partizioni del campo razionale possono venire 
confrontate, sommate, moltiplicate, etc. come i numeri razionali possiamo 
interpretarle esse pure come numeri. Dedekind ha cosi identificato i numeri reali con 
le partizioni del campo razionale. Benche sia diverso il materiale concettuale, la 
procedura corre parallela a quella cantoriana. Anche qui, senza confondere il sistema 
primitivo con il nuovo, si ritrova nel sistema dei “reali” una sottoclasse in 
corrispondenza biunivoca, simile, isomorfa con la classe, gia nota, dei numeri 
razionali: tale sottoclasse sara ottenuta considerando quelle particolari partizioni 
generate dai razionali medesimi. Anche qui infine il passo conclusivo e in analogia 
con quello di Cantor. Che accade se nel nuovo campo numerico, ottenuto per 
partizioni, formiamo delle nove partizioni? A1 contrario che nel campo razionale, non 
si esce dal campo di partenza. Il punto centrale e che si stabilisce un confronto tra le 
partizioni del campo reale e quelle del campo razionale. Si ha cosi il teorema per cui 
per ogni partizione del campo reale ne esiste una del campo razionale ad essa 
equivalente. A conclusione, ogni partizione del campo reale e ancora un numero 
reale, ovvero, in sintesi, il campo dei numeri reali, definiti secondo Dedekind, e 
chiuso rispetto all’operazione di suddividere partizioni, l'operazione cioe che ha 
permesso la generazione del sistema dei reali a partire dai razionali. 

3- Confronto tra le due teorie. 

Sia gli enti creati dalla teoria di Cantor, che quelli creati dalla teoria di Dedekind, 
sono stati chiamati numeri reali. Di identita non si pud a rigore parlare, dato che le 
vie seguite nella definizione sono ben diverse. Interviene di nuovo qui quella nozione 
di corrispondenza biunivoca, simile, isomorfa, di cui si e gia fatto cenno. Si riesce 
appunto a dimostrare che tra il sistema dei numeri reali secondo Cantor e quello 
secondo Dedekind sussiste appunto una tale corrispondenza; il che permette di 
parlare di numeri reali tout court . 

Infine si riassumono qui, senza entrare in un esame analitico della struttura del campo 
dei numeri reali, quattro proprieta fondamentali di esse: 1) i suoi termini risultano 
ordinati; 2) esistono nel sistema quattro operazioni (addizione, sottrazione, 
moltiplicazione, divisione) fornite delle stesse proprieta formali di cui godono le 
quattro operazioni di base deiraritmetica dei numeri razionali; 3) il sistema dei 
numeri reali si presenta come un ampliamento del campo razionale, poiche un suo 
sottosistema e rappresentabile in modo biunivoco, simile e isomorfo sul sistema dei 
numeri razionali; 4) e valido nel sistema dei numeri reali il postulate di Eudosso- 
Archimede. 



Sorge qui un doppio problema. Mentre si constata che il campo reale risulta chiuso 
rispetto all’operazione di limite come rispetto a quella di partizione, non si pud 
pensare a qualche nuova operazione che conduca ad un ampliamento del campo dei 
numeri reali, fornito delle stesse quattro proprieta sopra enunciate? Pud esistere, per 
altro, un qualche sistema, fornito delle medesime quattro proprieta sopra enunciate e 
inoltre chiuso rispetto all’operazione di limite, il quale differisca in qualcosa di 
sostanziale dal sistema dei numeri reali? Due teoremi, rispettivamente di completezza 
e di unicity, stabiliscono che il sistema dei numeri reali non ammette alcun 
ampliamento fornito dalle quattro proprieta sopra citate e che ogni sistema, fornite di 
dette proprieta e chiuse rispetto alle operazioni di limite, pud venire riferito termine a 
termine al sistema dei numeri reali, con una corrispondenza biunivoca, simile, 
isomorfa. I numeri reali, cosi come emergono dai lavori del 1872 e da quelli che ne 
hanno seguito la traccia, appaiono dunque come perfettamente chiari e adeguati al 
ruolo centrale che essi giocano nell’analisi. Tuttavia non sono mancate le obiezioni. 
Prima di fame cenno, prendiamo in considerazione la questione sotto un altro aspetto. 

4- Continuity secondo Cantor, Lipschitz, Hilbert 

Il sistema numerico piu semplice e quello costituito dalla successione dei numeri 
naturali, 1, 2, 3 . .11 sistema dei razionali presenta una struttura gia piu complicata: il 

passaggio dai naturali alle frazioni si pud considerare conseguente alia transizione dal 
semplice contare al misurare. Tutte le misurazioni sono basate su un dominio di 
grandezza, come ad esempio i segmenti di una retta. Restiamo in quest’ordine di idee, 
relativo alia misurazione dello spazio. E’ abituale distendere su una retta R i sistemi 
di numeri. Per esempio. Il sistema dei razionali: fissata una origine (a cui corrisponde 
lo 0), un verso positivo, una unita di lunghezza, si associa a ogni numero razionale ± 
unita m/n un punto su R . 

Esso e il secondo estremo di un segmento di lunghezza m/n delf unita di misura, col 
primo estremo alPorigine. La posizione sull’una o sull’altra banda rispetto all’origine 
e determinata dal segno. Storicamente la scoperta dell’irrazionalita del rapporto V2 
tra la diagonale e il lato del quadrato rese chiaro che le frazioni non sono le sole 
quantita esprimenti rapporti tra segmenti e nei dialoghi platonici si avverte la 
profonda impressione che questa scoperta matematica fece sulla conoscenza 
scientifica dell’antichita. Con lo stesso metodo che per i razionali, si pud riportare 
sulla retta numerica un numero reale ± r , allorche si sappia costmire, parendo dal 
segmento unitario, un segmento di lunghezza r. Quale e pero il mezzo di tale 
costruzione? L’eredita greca, in questo campo, consta essenzialmente di due 
importanti contributi: 1) una profonda analisi del problema di come individuare un 
punto nel continuo; 2) la scoperta dei paradossi filosofici che hanno la loro origine 
negli aspetti intuitivi del continuo 5 . Da un punto di vista meramente aritmetico, le 
teorie di Cantor e di Dedekind, eludono le difficolta incontrate dai Greci e uno dei 
loro grandi meriti sta appunto nella defmizione astratta di numero reale. Resta pero 

da chiedersi: che cosa ci dice questa defmizione per la retta R ? E’ possibile 



concludere dall’esistenza di un numero reale r (come partizione o come successione 
convergente), alia esistenza di un punto corrispondente su R ? La teoria di Lipschitz 
(1832-1903) e forse la piu vicina a quella rappresentazione comune dei numeri reali 
che li identifica con i decimali illimitati 6 . Non e il caso di accennare qui i limite di 
tale interpretazione: e opportuno invece osservare che nella teoria di Lipschitz - che 
identifica un numero reale con una coppia di successioni monotone (i cui termini cioe 
variano in un senso solo), l’una crescente e l’altra decrescente, tali che la successione 
delle loro differenze diventi una zero-successione - rientra appieno la precedente 
rappresentazione; tale teoria ammette inoltre una rappresentazione geometrica 
alquanto efficace. Sulla retta R , segnando i punti rappresentativi della successione 
crescente e i punti rappresentativi della successione decrescente, si ottiene una 
successione monotona di segmenti sempre piu piccoli, che gradualmente sembrano 
ridursi a un solo e unico punto. Intuitivamente il numero reale appare come un punto 
sulla retta. Ma pud tale rappresentazione essere accettata come un’autentica prova di 
fatto che per ciascuna di tali successioni di segmenti esiste un punto preciso della 
retta numerica, che e contenuto in tutti i segmenti? Se cosi si facesse, si 
commetterebbe in realta un vero e proprio arbitrio logico. Osservava Du Bois 
Reymond che “grande o piccolo che sia il segmento rimane sempre un intervallo 
compreso tra due estremi razionali. Se noi, tutto a un tratto sostituiamo, senza ragione 
logica, il punto al segmento, compiamo con cio un atto arbitrario, col quale 
introduciamo una nuova rappresentazione in luogo delfantica e ammettiamo a priori 

n 

quel che dovrebbe venir dimostrato” . Ma esiste (e se esiste cos’e ?) questo “punto” 
della retta numerica, che si e supposto comune a tutti gli intervalli di una successione 
monotona, nel caso non banale in cui non si tratti di un punto razionale? L’esistenza 
di un punto contenuto in tutti gli intervalli con estremi razionali ottenuti dai termini 
delle due successioni monotone, crescente e decrescente, e un postulate fondamentale 
della geometria, tale che e impossibile una riduzione logica di esso ad altre 
proposizioni geometriche. Tale postulate e noto come postulate della continuita . 
Cantor lo enuncia in questa maniera: “date, sopra una retta R , due classi A, A 1 di 
punti tali che 1) ogni punto di A stia a sinistra di ogni punto di A 1 ; 2) preso un 
segmento arbitrario s , si possa trovare un segmento minore di s di cui un estremo sia 
un punto di A e Taltro un punto di A 1 : allora esiste sulla retta R un punto di 
separazione delle due classi”. 

Tenuto conto che la teoria dei numeri reali di Cantor pud venire esposta, senza alcuna 
variazione sostanziale, nella forma di Lipschitz, risulta evidente che il postulate mette 
in grado di dimostrare che ad ogni numero reale corrisponde effettivamente un punto 
sulla retta numerica e di istituire cosi una corrispondenza biunivoca tra gli elementi 
dei due sistemi. Si e risposto anche alia seconda domanda, considerando la critica di 
Du Bois Reymond: che cosa e tale punto? Da un punto di vista puramente formale, si 
pud infatti partire da una retta formata soltanto di punti razionali e poi definire un 
punto irrazionale come il simbolo di una certa successione monotona di intervalli 
razionali. Un punto irrazionale, cioe, risulta completamente descritto da una 



successione monotona di intervalli razionali con lunghezze tendenti a zero: il 
postulate assume, sebbene in forma indiretta, il carattere di una definizione. 
L’introduzione del continuo “numerico” in geometria, sia accettato come concetto 
ovvio, in maniera pm o meno acritica, sia in seguito attraverso postulazioni di questo 
tipo che derivano da un esame approfondito della questione, ha costituito la base 
della geometria analitica, fin dal sec. XVII, permettendo di associare a ogni segmento 
un ben determinate numero reale come sua lunghezza; d’altro canto non soltanto le 
lunghezze, ma, come e ben noto, ogni ente e ogni relazione nella geometria possono 
essere riferiti al campo dei numeri reali. 

Si parta ora da un sistema assiomatico di geometria euclidea, come, ad esempio, 
quello, ormai classico, delle “Grundlagen der Geometrie” (1900) di Hilbert (1862- 
1943). Abbiamo a che fare con tre categorie di oggetti “i punti, le rette, i piani” (non 
definiti, ma ammessi come primitivi) e con le tre relazioni fondamentali di 
“appartenenza, essere fra, congruenza”. Corrispondentemente, Hilbert presenta 
assiomi di appartenenza, assiomi dell’ordine, assiomi di congruenza. In piu l’assioma 
di Euclide o delle parallele, e l’assioma di Eudosso-Archimede. Ma la “pietra 
terminate delfedificio” e l’assioma della completezza, che stabilisce che al sistema 
dei punti della retta euclidea non e possibile aggiungere un altro sistema di oggetti 
(“nuovi” punti) in modo che il sistema ampliato soddisfi agli assiomi gia introdotti, 
compreso quello delle parallele e quello archimedeo, ferme restando le nozioni di 
ordine, congruenza, etc. Tate assioma ha lo stesso ruolo del postulate cantoriano. La 
completezza geometrica (assenza di lacune) riflette la continuity intuitiva dei punti 
dello sazio e il vedere la continuity come completezza mette meglio in grado di 
apprezzare il significato del teorema che stabilisce la completezza del sistema dei 
numeri reali. La relazione che si viene istituendo tra punti della retta e numeri reali 
infatti mantiene il suo senso se si postula in ambito geometrico quella completezza 
che, da un punto di vista meramente numerico, si riesce invece a dimostrare, sia 
operando con le ripartizioni di Dedekind che con le successioni di Cantor, che con le 
coppie di successioni monotone di Lipschitz, etc. Altrimenti, tale connessione sfuma. 
Il modello abituale per un sistema assiomatico del tipo di quello su descritto di 
Hilbert e costituito da uno spazio cartesiano sul campo reale. Ma, come gia Hilbert 
stesso mostrava, si possono trovare sistemi di enti soddisfacenti tutti gli assiomi 
introdotti, tranne che a quello della completezza (per esempio, considerando uno 
spazio cartesiano a partire dalla totality dei soli numeri algebrici). Nello spirito della 
moderna assiomatizzazione della geometria, la continuity si pud accettare, o non 
accettare, come qualunque postulate indipendente di un dato sistema assiomatico. 

5- Continuity secondo Dedekind. 

Profonde erano, riguardo a questo aspetto della questione, le vedute di Richard 
Dedekind. Alla teoria contenuta nella memoria del 1872 Dedekind era state portato 
proprio dalle varie difficolta che gli si presentavano quando cercava di spiegare in 
modo esatto la continuity. Come ha osservato Waismann, “Tasserto che una retta e 
continua sembra di per se assai chiaro ed evidente, questa chiarezza non basta pero al 



matematico, il quale ha bisogno di un criterio assolutamente preciso su cui poter 
fondare le sue deduzioni. E’ ovvio che non lo si raggiunge accennando alia 
connessione reciproca dei punti di una retta, o alia loro concatenazione senza lacune 
fin nelle minime parti, etc.: tutto cio non e in grado di costituire la base di alcuna 
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deduzione logica” . “Dividiamo - dice Dedekind - tutti i punti della retta in due 
classi, di modo che ogni punto della prima classe si trovi alia sinistra di ogni punto 
della seconda: esistera allora uno e un solo punto che determina questa partizione” 9 . 
Proprio qui Dedekind sviluppava fecondamente l’eredita eudossiana a proposito 
dell’irrazionale. Eudosso era giunto ad una caratterizzazione dell’irrazionale basata 
su due aspetti principali. 1) l’enunciato noto come assioma di Eudosso-Archimede, 
che “ se a e b sono due segmenti qualsiasi, esiste allora un multiplo intero di a che 
supera b”; 2) e la considerazione del numero reale come rapporto di due segmenti 
assegnati, demandando agli assiomi della geometria il compito di indicare quali 
rapporti di segmenti esistano. Ma nella geometria euclidea non e possibile costruire 
(con riga e compasso), a partire dal segmento di lunghezza 1, il segmento di 
lunghezza 3 V2 che risolverebbe il problema di Dele della decuplicazione del cubo, o il 
segmento di lunghezza n , che e eguale alia circonferenza di diametro 1. tuttavia noi 
oggi siamo convinti della loro esistenza in base a considerazioni di continuita. La 
dove Eudosso si fermava, Dedekind rovescia il problema: qualunque partizione, 
arbitrariamente assegnata nel campo dei numeri reali, riportata sulla retta R , 
individua quel segmento che sta, con il segmento unitario dato, nel rapporto 
determinate aritmeticamente dalla partizione stessa. E’ questa fessenza della 
continuita. Nella prospettiva di una fondazione meramente aritmetica e perfettamente 
rigorosa dei principi dell’analisi infmitesimale” 10 , Dedekind, proprio con il suo 
concetto di numeri reale rendeva l’analisi indipendente dalla geometria 11 e la metteva 
in condizione di tentare un’indagine veramente critica della continuita. “ Si fa spesso 
- osserva Dedekind 12 - l’affermazione che il calcolo differenziale ha a che fare con 
grandezza continue e pure a nessuna parte viene data la spiegazione di tale continuita. 
Anche le spiegazioni piu rigorose del calcolo differenziale non basano le loro 
dimostrazioni sulla continuita, ma, con maggiore o minore coscienza del fatto, o 
fanno appello a nozioni geometriche o suggerite dalla geometria oppure si basano su 
teoremi che non sono mai stabiliti in via meramente aritmetica”. Proludente alia 
indagine hilbertiana, nei riguardi della geometria di Euclide, d’altro canto Dedekind 
osservava che uno spazio di punti “algebrici” potrebbe permettere “malgrado la sua 
discontinuita, malgrado presenti in se infinite lacune” quasi tutti i teoremi geometrici 
di Euclide “con quella stesa esattezza con cui vengono eseguite nello spazio 
continuo: la mia discontinuita non potrebbe dunque venir rilevata nella scienza di 
Euclide” . Se il carattere di postulate era apertamente riconosciuto cosi al principio 
di continuita: “qualche lettore potra rimanere stupito che proprio una proposizione 
cosi banale possa scoprirci il segreto del concetto di continuita. Io sono pero ben 
contento che tutti lo trovino tanto intuitivo e in cosi grande accordo con la 
rappresentazione comune di retta, dato che ne io ne altri potremmo mai trovarci in 
grado di dimostrarlo. Esso non e latro che un assioma ed e proprio accettando questo 
assioma che noi attribuiamo alia retta la sua struttura continua. Affmche lo spazio 



abbia del tutto reale esistenza, non e necessario che sia continuo: molte delle sue 
propriety resterebbero invariate, anche se fosse discontinuo. E se noi tenessimo per 
certo che lo spazio e discontinuo, nulla comunque ci impedirebbe, nel caso che lo 
volessimo, di riempire le sue lacune, nel mondo del pensiero, e renderlo cosi 
continuo” 14 . 

L’estrema novita dell’idea dedekindiana balza agli occhi quando si osserva che una 
proprieta, che sembra a prima vista meglio caratterizzare il continuo, risulta 
insufficiente. Alludiamo alia proprieta di essere “denso”: in maniera informale, tale 
proprieta significa che dati due elementi di un certo insieme, esiste sempre un 
elemento distinto da essi delEinsieme dato che “giace tra” loro. I punti razionali sulla 
retta numerica costituiscono, come e noto, un insieme denso. Equivale questo fatto 
alia continuity? II criterio di Dedekind dimostra subito il contrario: infatti si suddivida 
n due classi Tinsieme dei numeri razionali, ponendo in quello di sinistra tutti i numeri 
negativi, lo zero e tutti quei positivi il cui quadrato e minore di due, e ponendo in 
quella di destra tutti i rimanenti. Si tratta, come si pud agevolmente osservare, di una 
partizione del campo razionale, atta a definire il numero reale V2. Ma questo non e 
affatto un numero razionale. Non esiste quindi un numero razionale che determini 
tale partizione, cioe risulti o il massimo elemento della classe inferiore o il minimo 
della classe superiore. Questa constatazione - la cui generalizzazione giocava un 
ruolo centrale nel passaggio dal sistema dei razionali a quello reale col metodo di 
Dedekind - e ora sufficiente a provare la cosiddetta discontinuity del campo 
razionale, prescindendo totalmente dal riferimento a un sistema continuo come 
appunto quello dei reali. A questo proposito particolarmente suggestiva risulta 
appunto Eimmagine della retta R : pensiamola solo costituita dai punti razionali; 
essi si possono continuamente “infittire”, per esempio, dati due punti di ascissa n e 
y, individuando il punto di ascissa (x + y) / 2 . Tuttavia la retta rimane, nonostante 
cio, lacunosa, proprio perche certe partizioni (A/B) non presentano ne un ultimo 
elemento in A, ne un primo elemento in B. 11 discorso si puo rendere sistematico e 
generale in questa maniera: immaginiamo un sistema di enti qualunque 8numeri, 
punti, etc.) e supponiamo di sapere soltanto che e totalmente ordinato, tale cioe che 
dati comunque due enti qualunque del sistema si sa sempre quali dei due precede 
l’altro. Non e necessario che gli enti in questione abbiano un carattere quantitative. E’ 
possibile estendere per questo sistema il concetto dedekindiano di partizione (A/B). si 
danno, in generale, quattro casi: 1) esiste sia un ultimo elemento di A che un primo 
elemento di B; 2) esiste un ultimo elemento di A ma non esiste alcun primo elemento 
di B; 3) non esiste ultimo elemento di A, ma esiste un primo elemento di B; 4) non 
esiste ne ultimo elemento di A, ne un primo elemento di B. Nel caso 1) la partizione 
si dice salto, nei casi 2) e 3) punto di continuity; nel 4) lacune. La definizione 
dedekindiana verra cosi formulata: un insieme ordinato si dice continuo, se ogni sua 
partizione risulta un punto di continuity. In particolare Dedekind postula che la retta 
sia “continua” in questo senso. L’insieme dei numeri interi, ordinati secondo 
grandezza, presenta salti ma non lacune. L’insieme dei numeri razionali, invece, 
ordinato secondo grandezza, presenta lacune ma non salti. Si puo osservare che tale 
sistema e troppo “povero” perche ogni partizione possa venire prodotta da un suo 



elemento: in essa vi sono cioe piu partizioni che numeri. L’idea dedekindiana di 
numero reale parte, come si e osservato, interpretando come nuovi numeri le 
partizioni stesse, owero, detto in maniera suggestiva, riempiendo il sistema dei 
razionali con le sue stesse lacune; il fatto che si prova che ogni partizione del campo 
reale e di nuovo un numero reale, che cioe non usciamo fuori dal campo reale, 
formando in esso delle partizioni, significa appunto che i numeri reali costituiscono 
un sistema continuo nel senso di Dedekind. Si e detto precedentemente (par. 3) che 
l’insieme dei numeri reali secondo Cantor e quello secondo Dedekind possono venire 
rappresentati uno sull’altro in modo biunivoco, simile o isomorfo. Ma non si 
concluda da cio che l’identificazione del continuo cantoriano con quello 
dedekindiano. Ritenere equivalenti le due differenti forme del postulate della 
continuity sarebbe erroneo, applicati l’uno o Ealtro sulla retta R , entrambi danno 
luogo alle medesime conseguenze solo in quanto si presuppone che i segmenti della 
retta considerata soddisfmo al postulate di Eudosso-Archimede, cui soddisfano gia i 
numeri razionali. Ma se non si partisse da questo presupposto, le conseguenze tratte 
dall’uno non coinciderebbero con quelle tratte dalkaltro. Si dimostra 15 che il 
postulate di Dedekind implica quello di Eudosso-Archimede sicche e impossibile 
negare quest’ultimo, una volta accettato il postulate di Dedekind. Ma questo discorso 
cade per il postulate cantoriano, come per la continuity della forma di Lipschitz o 
come per la completezza hilbertiana. E’ possibile costituire degli insiemi ordinati 
continui nel senso di Cantor e pure non archimedei, come quelli studiati da Veronese 
e da Hilbert 16 . Accettare il postulato di Dedekind equivale ad accettare 
simultaneamente quello di Cantor (o la completezza hilbertiana) e quello di Eudosso- 
Archimede. Quindi mentre la teoria di Dedekind serve esclusivamente alio studio dei 
continui lineari, quello di Cantor pud invece studiare i continui a un numero 
qualunque di dimensioni, ed ha, pertanto, una portata piu generate, potendosi 
prendere in considerazione, oltre che successioni di segmenti infinitamente 
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decrescenti e interni l’un l’altro, serie di intervalli piani, di intervalli spaziali, etc. 

6- La svolta nel senso della teoria dell’ordine. 

Nel secolo XIX la messa a fuoco del concetto di numero implicava la distinzione del 
concetto di grandezza, come passo cruciate per la concezione del numero come puro. 
Tuttavia non mancarono su questo aspetto specifico vivaci opposizioni. Se ne riporta 
qui un esempio (seguendo il Waismann) estremamente significativo: Du Bois 
Reymond proprio nei confronti della teoria formate dei numeri reali sosteneva che la 
“scissione del concetto di numero dal concetto di grandezza procurerebbe all’analisi 
un’ossatura puramente formalistico-letterale, e fmirebbe col degradarla a un mero 
gioco di segni, fomiti soltanto di un significato arbitrario, proprio come i pezzi degli 
scacchi e le carte da gioco” 19 . Secondo obiezioni di questo tipo la teoria cantoriana 
(alia quale in particolare e rivolta la critica) e sostanzialmente inadeguata: il concetto 
di successione non coglie dunque Eidea usuale di numero reale. “Si tende piuttosto - 
osserva il Waismann 20 - a distinguere la successione (intesa come processo di 
approssimazione) dal suo limite (il numero reale); una tale distinzione rende pero 




molto difficile spiegare perche si abbia diritto a supporre l’esistenza di quel limite”. 

A parte questo specifico problema - si tratta a detta di Waismann piu di difficolta 
“psicologiche” che logiche - la critica stesa mette ben in chiaro l’entita della svolta 
compiuta da Weierstrass, da Cantor, da Dedekind, anche se la vede in maniera 
nettamente negativa. Si allude non tanto al fatto che, sull’esempio della teoria dei 
numeri reali, si possono creare poi “sistemi aritmetici del tutto diversi dalfordinario”, 
tramutando la matematica in un “gioco formale”, come paventa Du Bois Reymond: 
passaggi di questo genere, nello sviluppo del pensiero matematico, appaiono ben piu 
mediati (Cantor, ad es., non ha affatto della matematica una considerazione 
“formalista”), quando il fatto che, proprio mentre si lasciavano alle spalle il 
riferimento alle grandezze, sia Cantor che Dedekind, seppure da angolazioni un po’ 
diverse” , coglievano la “essenza” dei numeri reali e della continuity in fatti 
puramente ordinali. Rifacciamoci alle “considerazioni di continuity” relative alia 
“esistenza” di un particolare numero irrazionale. Una defmizione degli irrazionali, 
basata su considerazioni geometriche, come era di solito data precedentemente, era 
“illogica in sommo grado, poiche se fapplicazione dei numeri alio spazio deve 
produrre qualcosa che non si riduca a tautologia, i numeri... devono essere definiti 
indipendentemente; e se non fosse possibile altro che una definizione geometrica, non 
esisterebbe.. .nessuna entita aritmetica del tipo di quella che la definizione potrebbe 
definire” - . pure la definizione algebrica, in base alia quale si solevano introdurre gli 
irrazionali come radici di equazioni algebriche, era suscettibile di obiezioni di questo 
tipo, senza contare che cosi si ottengono soltanto i numeri algebrici (che costituiscono 
solo una parte propria del sistema dei numeri reali) e non posseggono certo la 
continuity nel senso piu sopra chiarito. I limiti di tali considerazioni si colgono 
chiaramente con un esempio relativo alia V2: la equazione x 2 - 2 = 0 si supponeva 
dovesse avere una radice dato che: a) il polinomio x 2 - 2 cresce, col crescere di x 
nell’intervallo da 0 a 2, ed e prima negativo, poi positivo; b) la variabile x poi 
“cambia in modo continuo”, e quindi anche il valore del polinomio cambia con 
continuity e, nel passare dal negativo al positivo, deve assumere il valore 0. la 
considerazione geometrica corrispondente (da cui risulta chiaro come la nozione di 
numero fossero strettamente vincolata a quella di grandezza) e poi di questo tipo: si 
supponeva che la diagonale del quadrato di lato 1 avesse evidentemente una 
lunghezza x precisa e definita, e da cio si passava a una “quantita” x tale appunto che 
x 2 =2. ma osserva Russell -3 “gli argomenti addotti erano impotenti a dimostrare che x 
e veramente un numero. Essi potrebbero altrettanto ben venire interpretati come la 
dimostrazione della inadeguatezza dei numeri alfalgebra e alia geometria”. Cantor e 
Dedekind hanno invece richiamato l’idea sul fatto che l’analisi delle propriety dei 
sistemi numerici pud prescindere totalmente da considerazioni di questo genere, e 
basarsi “soltanto sopra l’osservazione delle successioni e la loro correlazione” 
(Russell 1903): i sistemi numerici formano cioe degli insiemi ordinati e, grazie 
appunto a una relazione d’ordine di solito indicata con < ), essi si possono disporre 
in modo da formare un sistema totalmente ordinato, costituendo una successione, che 
pud essere rappresentata su una retta. Le propriety dei vari sistemi risultano appunto 
dalla considerazione della successione che li rappresenta: cioe e, per esempio, la 



proprieta “essere discrete” per Tinsieme N dei numeri naturali che si coglie 
osservando che ogni termine della successione corrispondente a un immediato e 
successore (tranne che per 1) un immediato predecessore; la proprieta di “essere 
denso” per Tinsieme dei numeri razionali si coglie osservando che tra ogni coppia di 
termini della successione corrispondente ne esiste almeno uno che segue il primo e 
precede il secondo termine della coppia, etc. anche la proprieta del sistema C dei 
numeri reali di “essere continuo” e inoltre meramente ordinale. Questo aspetto balza 
bene agli occhi dalla definizione di continuity data da Dedekind: meno dalla 
enunciazione di pag. 17 del principio secondo Cantor; infatti qui si fa riferimento a 
considerazioni tipicamente metriche, tuttavia e possibile formulare il principio 
cantoriano in termini meramente ordinali. Come si osservera nel paragrafo 14 della 
Parte II, il campo e aperto alia considerazione degli insiemi di punti con associata una 
relazione d’ordine R, ovvero a quella parte della teoria degli insiemi nota come teoria 
dei tipi d’ordine. Un’ultima considerazione: veramente (si riconsideri l’osservazione 
di Du Bois Reymond) era aperta la strada alia creazione di “nuovi numeri”: proprio 
sfruttando le proprieta della successione e della loro correlazione, Cantor poteva 
awiarsi a “quella specie di numeri totalmente nuovi” che sono i numeri ordinali 
transfiniti, in questo incoraggiato dalla soluzione del classico “problema 
deH’irrazionale”, tanto da vedere piu volte gli ordinali transfiniti come “nuove 
irrazionalita” (cfr. ancora paragrafo 14 in P.II) non piu refutabili di quanto non lo 
fossero gli irrazionali stessi. 

7- Cenni su una problematica filosofica concernente il continuo. 

Con il chiarimento del “mistero dell’irrazionale” anche la nozione di continuity 
lineare appariva appieno chiarita. Cantor a questo proposito nel 1883 (e le sue parole 
potrebbero bene fare eco a quelle di Dedekind) dopo aver accennato alle 
problematiche dell’antichita classica, relativa a come si potesse concepire il continuo 
come un compositum ex partibus sine fine divisibilibus richiamava l’attenzione sulla 
“origine medievale e scolastica del punto di vista secondo cui il continuo e un 
concetto indivisible”, punto di vista assai vicino a quello per cui il contenuto 
costituisce un’intuizione pura a priori che difficilmente sarebbe passibile di essere 
definita mediante altri concetti, e quindi sul fatto che, secondo tale concezione, “ogni 
tentativo di determinare tale misteriosa entita servendosi di metodi aritmetici e 
considerata come intrusione illecita e quindi rigettata con enfasi”“ . Tuttavia egli 
riesce a passare, mediante le considerazioni ordinali, da quello che era un “dogma 
religioso” ( religiose dogma) a “un concetto logico matematico”, nella assoluta 
indipendenza dalle usuali teorie matematiche del suo tempo, dato che “tra i 
matematici... nessuno ha finora trattato il continuo nel senso che a me e in questa 
sede necessario”“ . Naturalmente le riflessioni di Cauchy sul calcolo, le 
considerazioni bolzaniane sulTinfinito e il continuo (alle quali pero Cantor muove 
talvolta delle critiche), lo sviluppo dell’esigenza di rigore in Weierstrass, i tentativi 
paralleli di Dedekind, etc. costituiscono nel problema della determinazione degli 
“attributi” matematici del continuo il quadro in cui va inserita la svolta cantoriana 




nella direzione della teoria degli insiemi. Non sembra - come si e gia osservato a 
proposito di Dedekind (e a parte il caso singolarissimo di Bolzano per cui cfr P. II 
paragrafo 3) - che la caratterizzazione del continuo, assai diffusa non solo nella 
letteratura matematica precedente al periodo di Weierstrass, ma pure nella letteratura 
filosofica 26 , andasse al di la della “infinita divisibilita”: in cosa per esempio Leibniz 
scorgeva la tipica difficolta del “labirinto del continuo”; il problema viene 
ampiamente ripreso inoltre nel Dictionnaire di Bayle dove le dimostrazioni zenoniane 
contro la molteplicita infinita, riprese ed ampliate, giocano come “obiezioni.. .contro 
la realta assoluta del mondo corporeo” - e diventa centrale nella filosofia del sec. 
XVIII. In che relazione si trovano i risultati di Cantor e di Dedekind sulla “essenza” 
della continuita con tutta questa complessa problematica? 

Ancora per Kant, osservava per es. il Pierce - , “il carattere essenziale di una 
successione continua e che fra due termini qualsiasi di essa un terzo termine pud 
essere sempre trovato. Questa e un’analisi bellissima, chiara e definita”, ma tuttavia 
“cade alia prima prova” (per es. considerando Linsieme dei razionali). La continuita 
matematica appare “una forma piu elevata” (Russell) della precedente: essa la 
comprende ed e, nello stesso tempo, piu “raffmata”. Pierce osservava che il continuo 
e solo in parte caratterizzato dalla proprieta che Kant gli riconosceva - poteva essere 
appieno caratterizzato “asserendo in termini non metrici che se una successione di 
punti fino ad un certo limite e inclusa in un continuo, anche il limite e incluso” e 
aggiungeva che “questa e la proprieta del continuo alia quale l’attenzione di 
Aristotele sembra essere stata diretta quando egli defmiva il continuo come qualcosa 
le cui parti avevano un limite comune” - Pierce formulava la proprieta di 
“aristotelicita” (che assieme alia “kanticita” dava il continuo) in questa maniera: “un 
continuo contiene un punto terminale appartenente a ogni successione interminabile 
di punti che essa contiene. Un corollario evidente e che ogni continuo contiene i suoi 
limiti” . A parte l’approssimazione, riconosciuta dallo stesso Pierce, di questo 
enunciato e prescindendo da alcune perplessita del Pierce rispetto alle definizioni 
cantoriane , l’intera sua considerazione appare una efficace valutazione dal punto di 
vista filosofico del principio di continuita, che permette di conciliare a livello 
filosofico punti di vista sul continuo che appaiono a prima vista in opposizione tra 
loro. Su questa base, non si vede perche le enunciazioni cantoriane e dedekindiane 
della continuita, non debbano apparire soddisfacenti da un punto di vista filosofico 
generale; Russell ha indicato come, sulla loro base, del resto, si possa strutturare una 
teoria matematica dello spazio e del tempo : tale teoria, che fa riferimento a punti 
spaziali o ad istanti temporali e in grado di fornire una base conveniente alia fisica? 
Che nesso intercorre poi tra lo spazio-tempo della fisica e quello dell’intuizione? Il 
problema, come si vede, si pone fuori dall’ambito strettamente matematico e 
conceme (scindendosi in due questioni distinte) il complesso rapporto che intercorre 
tra strutture matematiche e la loro applicazione in scienze considerate “descrittive”, 
come pure la questione degli eventuali nessi esistenti tra creazione matematica e 
struttura psicologica. 

Per quanto riguarda la seconda questione, bastera qui accennare che non 
necessariamente spazio-tempo fisico- matematico e spazio-tempo della esperienza 




immediata debbono necessariamente coincidere. La nozione cantoriana e 
dedekindiana di continuita riferita alio spazio o al tempo richiede una serie di dati 
caratterizzabili come punti spaziali o istanti temporali. Ma osserva a questo proposito 
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Russell che “innanzitutto non ci sono dati di senso infinite simali, ogni superficie 
che possiamo vedere deve essere di estensione finita..questa osservazione ha 
valore generale: nel mondo che 1’uomo scorge attorno a se, ogni cosa appare “avere 
dimensione spazio-temporale finita, sebbene non si possa scoprire un limite alle 
dimensioni possibili”; si pud certo pensare che anche cio che appare come una unita 
indivisa, si divida ulteriormente e cosi via, in modo da pensare a dati spaziali di cui 
ciascuno ne racchiude dentro un altro, e cosi via. “Questa relazione di chiusura - 
aggiunge Russell 14 - con l’aiuto di alcune ipotesi molto naturali ci permettera di 
definire un “punto” come una collezione di oggetti spaziali; e piu semplicemente la 
collezione consistera di tutti i volumi che conterrebbero naturalmente il punto. “Ma 
tali criteri applicati alio spazio psicologico non producono la continuita, a meno che 
non si afferri che i dati di senso contengano sempre parti che non sono dati di 
senso.. .Non possiamo dunque elaborare un continuo senza affermare l’esistenza di 
particolari che non sono sperimentati”. Un discorso analogo vale per il tempo e gli 
istanti : la conclusione e che non necessariamente occorre attribuire a spazio e a 
tempo, come appaiono alia coscienza, il carattere della continuita matematica: la 
correlazione tra uno spazio (un tempo) fisico-matematico e uno spazio (un tempo) 
psicologico sara parziale. Tale conclusione non sarebbe rigettata da coloro a cui si 
deve la defmizione rigorosa di continuita matematica: gia Dedekind insisteva su 
“quanta finezza di cultura scientifica sia necessaria per comprendere chiaramente 
Tessenza del continuo” 36 . Nessuno ha mai visto dei “punti”, intesi come “enti senza 
dimensione”, tantomeno in numero infmito; di piu: nella considerazione di un 
numero infinito di punti, la stessa potenza della mente sembra venir meno. A 
obiezioni di questo tipo, Cantor sottolineava che i limiti della determinazione 
immaginativa non sono gli stessi della determinazione concettuale (in particolare 
matematica) e che questa affronta sia il punto che il numero infmito (cfr. P.II) senza 
alcuna difficolta. Ma Cantor, oltretutto, aveva una concezione metafisica ispirata alia 
problematica tradizionale del monadismo. In ultima analisi il continuo matematico 
“per punti” rispecchia un continuo fisico per “monadi” (cfr. Parte II). 

Si tocca cosi Taltro aspetto della questione a cui si faceva prima riferimento: il 
continuo aritmetico pud essere utilizzato anche un una fisica che ammette spazio (e 
forse anche tempo) discontinuo, ipotesi con le quali le osservazioni empiriche sono 
compatibili? Il fisico pud scegliere tra geometrie che posseggono diverse forme di 
continuita. L’accettazione della continuita come definita in questa sede 
significherebbe soltanto che un certo insieme di dati fisici e stato strutturato, 
attraverso “passi” meramente logici, in una tale maniera da rendere possibile l’analisi 
mediante lo strumento rappresentato da quella particolare teoria matematica, 
definendo cioe successione o classi di dati, come punti, istanti, etc.; se e possibile 
compiere tali passi in modo corretto, si potra accettare allora la continuita senza 
dover ammettere come necessaria ancora una struttura continua alia base della natura 
fisica, etc. come osserva Russell “uno spazio il cui numero dei punti avesse la 



potenza del numerabile e in cui i punti di una retta formassero una 
successione...[simile] a quella dei numeri razionali, sarebbe, con opportuni assiomi, 
empiricamente indistinguibile da uno spazio continuo e potrebbe essere uno spazio 
effettivo. 

8- Obiezioni contro il continuo come aggregato di punti. 

Che resta allora da questa prospettiva, delle obiezioni al “continuo per punti” per cui 
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“atomi sunt fictiones per se cadentes, puntci sunt chimerae ” . II nucleo di tali 
obiezioni sembra essere l’intendere il continuo come un tutto, precedente logicamente 
alle proprie parti: cosi e, per es., in Leibniz, secondo il quale nel continuo ideale il 
“tutto e anteriore alle parti, ma le parti non sono che potenziali ed indeterminate” e 
“per cio stesso il corpo matematico non pud venir risolto in elementi costitutivi 
primi” ; per esprimersi in linguaggio scolastico, le partes continui non sono entia 
actus, ma in potentia tantum: il riferirsi agli Scolastici appare d’obbligo, dato che il 
trattare il continuo come “dogma religioso” ha proprio origine nella preoccupazione 
che la divisibility all’infinito del continuo comporti l’assurdo di un numero infinito di 
parti in atto. Di qui l’antitesi tipica; il continuo non si compone di indivisibili, dal 
momento che si da divisione all’infinito; oppure, se si da 1’aggregato di enti 
indivisibili, non si ha la divisibility alfinfinito. Il riferimento, nello sviluppo storico 
della questione, e piu volto alio spazio che al tempo; ma da cio, per quanto precede, 
in questa sede si prescinde, dato che, assodato quella “liberta” che gode il principio di 
Continuity rispetto al problema della natura fisica, nonche lo svincolo dalle nozioni 
intuitive, interessa ora vedere se tali obiezioni costituiscano, in ultima analisi, una 
difficolta per il continuo secondo Dedekind e Cantor sul terreno della logica e della 
matematica. Cantor ha proprio rovesciato il punto di vista tradizionale con la nozione 
di infinito attuale per cui si danno 8° sono determinabili concettualmente) 
molteplicita infinite in actu, quale la totality dei punti sulla retta e quella dei numeri 
reali. La questione della infmita divisibility sembra poi porre la questione di come il 
continuo, che come “tutto” e esteso, consti di “parti” che risulterebbero inestese. In 
breve, sembrerebbe che nello stesso tempo il continuo consti e non consti di elementi. 
Effettivamente, ha osservato Russell 40 , “si possono sostenere ambedue le cose, ma in 
sensi differenti”. Nella concezione cantoriana come in quella dedekindiana il 
continuo lineare e visto come una successione di termini dotata di certe particolari 
propriety e l’unico senso in cui si pud dire che tali termini costituiscono degli 
“indivisibili”, e che essi non sono scomponibili in nuovi termini del continuo. In 
questo senso il continuo e costituito da elementi, che possono essere passibili (come e 
ancora in Cantor) di una interpretazione metafisica (nel caso una specie di monadi, 
nella tradizione della scuola leibniziana), ma ne sono svincolati in quanto visti come 
oggetti meramente matematici (si considerino a questo proposito le vedute dello 
stesso Cantor - cfr. Parte II). Ma la affermazione che il continuo sia costituito da 
elementi cade, se per elementi si intendono le sue “parti”: e chiaro dunque che i 
concetti di “elemento” e quello di “parte” andranno sotto questa prospettiva 
nettamente distinti. Nella considerazione del continuo lineare come successione la 






“parte” altro non e infatti che una coppia di due termini distinti, ovvero, come dice 
Russell 41 , “se ammettiamo che un tratto sia essenzialmente seriale, cosicche debba 
consistere almeno di due termini, allora non esistono tratti elementari; e se il nostro e 
un continuo in cui esiste distanza, allora parimenti non esistono distanze elementari”. 
Si scioglie cosi la questione servendosi della rigorosa distinzione tra la “parte” e 1’ 
“elemento”, - esemplificando - tra il segmento che si puo indefmitamente 
rimpicciolire ed il punto. 

9- La seconda antinomia kantiana. 

La centralita della questione balza agli occhi non solo se si considera la tradizione del 
“labirinto del continuo” che, da lontane origini greche 42 va dalla Scolastica a Leibniz 
E alle discussioni del ‘700, ma le stesse antinomie kantiane (per certi versi dipendenti 
da tale tradizione). Le antinomie a cui Cantor si rifara, in una polemica disseminata 
per suoi scritti, sono soprattutto le prime due: la prima antinomia 4, e relativa alia 
considerazione se il mondo si possa o no assumere come finito nello spazio e nel 
tempo. Si accennera ad essa soprattutto in Parte II, in corrispondenza alle tesi 
cantoriane sul Transfinitum Creatum (paragrafi 7 e 8). La seconda antinomia suona 
cosi: Tesi: “ogni sostanza composta, nel mondo, consta di parti semplici, e da 
nessuna parte esiste altro se non il semplice, e cio che non e composto... Antitesi: 
nessuna cosa composta, nel mondo, consta di parti semplici, e da nessuna parte, nel 
mondo, esiste alcunche di semplice” 44 . L’antinomia non e riferita all’ambito 
strettamente matematico, tuttavia Russell ha notato come lo stesso meccanismo di 
ragionamento non sia limitato in modo specifico alio spazio e al tempo, ma che 
“qualsiasi altra successione continua, inclusa quella dei numeri reali, fa sorgere gli 
stesi problemi” 45 . Kant analizza appunto il concetto di “elemento semplice”, 
criticando il monadismo, e quindi non c’e da stupirsi dei posteriori attacchi di Cantor, 
sostenitore “della rigida puntualita spaziale” 46 . Kant distingueva 47 tra “punto 
matematico, che e semplice, ma non e una parte, bensi soltanto il limite di uno 
spazio” e i “punti fisici, che sarebbe ero anche essi semplici, ma..., come parti dello 
spazio, lo riempirebbero mediante la loro aggregazione”: con il che ancora gioca 
Tidentificazione delTelemento semplice con la parte, anche se nel continuo fisico. 
Mentre nella concezione cantoriana si tende a collegare i punti matematici con quelli 
che Kant chiama “punti fisici”, Kant sembra qui, a detta di Russell , essere 
influenzato dall’argomento della divisione infinita: qualunque sia il numero di parti in 
cui uno spazio venga diviso, queste parti sono ancora spazi non punti. Perche si dice 
che Targomentazione kantiana, in realta, e riferibile anche alia stessa struttura 
matematica? Perche essa e puo beninteso essere cosi ritradotta qualunque sia il 
numero di parti in cui si divide il tratto dei razionali (e sufficiente limitarsi a questi) 
fra due fissati ai e a 2 , anche qui le parti sono tratti, e non numeri singoli. In realta, 
conclude Russell, Targomentazione kantiana “fa tacitamente uso delTassioma della 
fmitezza, cioe delTassioma che se uno spazio consiste in punti, esso debba consistere 
in un numero finito di punti. Una volta negato cio, noi possiamo ammettere che 
nessun numero finito di divisioni di uno spazio condurra a dei punti, pur sostenendo 




nel contempo che ogni spazio e composto da punti” 49 . qui e in gioco la 
considerazione dello spazio come aggregate di punti (e non necessariamente quella 
del continuo lineare matematico, astrattamente inteso) ed e sintomatico notare come 
Russell inclini per la tesi della antinomia che costituisce “un postulate esenziale della 
logica”. Infme se si rimpiazza il termine di “parte semplice” con quello di “elemento” 
non ci si avvicina al rapporto elemento-disordine tipico della teoria cantoriana? “Lo 
spazio consta non di parti semplici, ma di spazi” - dice Kant nello sviluppo della 
antitesr °. questo e ovviamente erroneo per chi come Cantor e come Russell etc., 
accetti lo spazio come aggregate di punti (cioe: “parti semplici”).d’altro canto 
1’enunciate kantiano indica in realta una linea concettuale totalmente differente da 
quella finora seguita: benche la discussione di Kant si riferisca al continuo spaziale, o 
meglio alle sostanze che in questo continuo si trovano, la si riporti, come struttura 
concettuale, al continuo considerate in quanto tale: mentre questo e state 
caratterizzato, nelle teorie della continuita qui presentate, come totalita degli elementi 
(i punti) i quali sono concettualmente entita ben differenti dal continuo stesso, non si 
pud prospettare la soluzione opposta? Quella cioe che non ne scorge “il carattere 
essenziale... nella relazione fra elemento e insieme, ma in quella fra parte e tutto”, 
come dice, per esempio, Weyl 51 . In questa direzione la frase kantiana “che lo spazio 
consiste di spazi” apparento dialetticamente contrapposta alia interpretazione in 
chiave di “aggregati di parti semplici”, appare indicare la via verso una concezione 
filosofica, che, come osserva espressamente Weyl, dovrebbe far rientrare il continuo 
nella nozione di “totalita estensiva” che e quella che “permette uno smembramento 
tale che i pezzi ottenuti appartengono per la loro stessa definizione a una specie non 
diversa da quella determinata dalla totalita indivisa” . Si pud porre cosi la 
piattaforma filosofica per una teoria matematica che invece di dare, come quelle qui 
esaminate, una tecnica descrittiva del continuo, assumendo come punto di partenza la 
rappresentabilita della retta R di ogni numero reale, considera il “continuo” come 
concetto originario (vicina in questo, anche alia direttiva leibniziana) e il “punto” 
semmai, come concetto derivato: allora, in questo contesto, un nuovo significato 
vengono ad assumere i rapporti del continuo matematico con il continuo fisico e con 
il continuo della intuizione (con la possibility di soluzioni radicalmente differenti da 
un punto di vista filosofico generate). Quel complesso di teorie che si sono finora 
esposte, costituisce, come e noto, la base della Analisi come e solitamente accettata 
nella usuale prassi matematica; esso poi, come si vedra nella parte II, apre la via a 
ulteriori sviluppi, come quelli della teoria degli insiemi; esso pud apparire 
perfettamente rigoroso da un punto di vista strettamente logico. Ma il passo ulteriore 
dalla “altra linea”, quello per cui le antiche obiezioni al continuo degli atomisti e dei 
monadismi possono trarre nuovo vigore, consiste proprio nel mettere in dubbio infine 
anche la basi logiche di questo edificio, “in parte costruito dunque sulla sabbia” 
(Weyl); alcuni aspetti di questa critica verranno trattati nella parte III. Per ora, a 
chiusura d queste considerazioni sui numeri reali e la continuita, ci si limita a due 
punti: a) l’enunciazione del problema cantoriano del continuo; b) il carattere 
“atomistico” del continuo cui si fa riferimento. 



10- Posizione del problema del continuo di Cantor. 


II cosiddetto problema cantoriano del continuo e semplicemente la domanda: di 
quanti punti e formata una retta? Ovvero, quanti sono i numeri reali? La risposta 
“infiniti” non e, owiamente, soddisfacente. Come si e visto, dal punto di vista della 
teoria delle successioni, si hanno tra i vari sistemi di numeri differenziazioni per cosi 
dire “qualitative”. E’ possibili assegnare anche determinazioni quantitative a tali 
totalita infinite? Che relazioni intercorrono tra i due differenti tipi di determinazioni? 
II primo passo e quello di estendere il concetto di ”numero” agli insiemi infiniti: si 
potrebbe, in prima istanza, gia dubitare di esso; almeno, dubitare che tale estensione 
possa essere effettuata in modo univoco e che, di conseguenza, sia giustificata la 
formulazione del problema nei termini semplici adoperati piu sopra. Invece tale 
estensione e possibile, come si vedra nella P.II, delineando la teoria cantoriana del 
transfmito. Resta ora da chiarire come il contesto a cui il problema fa riferimento e, 
fin dalle prime mosse, essenzialmente “platonico”: la totalita infinita de punti, nella 
teoria di Cantor (come in quella di Dedekind9 e presupposta, essa e “descritta”, si 
potrebbe dire, non costruita 52bls . Per ricordare una celebre opposizione nella storia del 
pensiero matematico, essa e piu vicina a Platone che ad Eudosso , nel concepire il 
continuo come “Essere in se” 54 . 

Essa guarda agli oggetti matematici come esistenti indipendenti sia dalle nostre 
costruzioni sia dal fatto che si abbia, per ciascuno di essi, singolarmente, una 
intuizione: piu specificatamente, essa ricava il continuo dagli elementi di un dato 
insieme, intesi come elementi primitivi, intendendoli quasi come “atomi” secondo la 
antica tradizione pitagorica. E’ bene indicare qui che anche il termine “atomismo” 
viene inteso denotare una concezione del continuo come aggregato di punti 8senza 
quindi un costante riferimento alfatomismo in fisica). Seguendo lo schema di H. 
Weyl, uno dei maggiori critici di tale concezione, se ne possono distinguere tre 
differenti forme 55 , una prima forma e costituita dalf atomismo strictu sensu, che 
riduce il continuo a una quantita di elementi discreti. L’applicazione di tale teoria alia 
materia e indicata da Democrito e, sostanzialmente, Platone per primo presenta una 
coerente teoria atomistica dello spazio. Alla luce del successivo sviluppo matematico 
questa concezione, che riemerge nell’eta moderna, appare alquanto inadeguata. Essa 
non distingue particolari livelli nell’infinito e porta a un sostanziale impoverimento, 
tale da rendere inintelliggibili, su questa base, le relazioni metriche dello spazio. 

Un secondo tipo di atomismo si sviluppa in stretta connessione con le discussioni sul 
Calcolo. Galileo osserva 56 che la “composizione del continuo di atomi assolutamente 
indivisibili” e una strada “forse piu di ogni altra coerente per trarci fuori da intricati 
labirinti, quali sono, oltre a quello.. .della coerenza delle parti dei solidi, il 
comprender come stia il negozio della rarefazione e condensazione, senza incorrere 
per causa di quella nello inconveniente di dover ammettere gli spazi vacui, e per 
questa la penetrazione del vuoto...”. Galileo ha qui di fronte il problema di mediare 
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esperienza fisica e strutture matematiche del Calcolo . cosi la spiegazione della 
derivata e, ad esempio, proprio in chiave di infmitesimi: se una curva consiste di 
infiniti “elementi di retta, una tangente pud essere concepita semplicemente come 



indicazione della direzione dei singoli elementi di retta, congiungendo due punti 
“consecutivi” della curva. In via di principio questa seconda forma di atomismo e 
svincolata dalla ipotesi metafisica della riduzione della apparenze continue alio status 
sostanzialmente discrete della materia; e puo bene inquadrarsi in un contesto 
ontologico retto da una generate “loi de continuite”. 

Della concezione degli infinitesimi si considera solitamente Leibniz come il massimo 
responsabile. Mentre Newton si rifaceva ora ad infinitesimi, ora a momenti, ora a 
limiti, talvolta preferendo servirsi solo di riferimenti a nozioni fisiche, Leibniz basava 
effettivamente il calcolo su un sistema includente infinitesimi. Tuttavia egli li vedeva 
piuttosto come nozioni “ideali” senza conferire loro necessariamente una esistenza 
metafisica. Egli constatava 59 che “le regole del finite risultano all’infinite come se ci 
fossero degli atomi, benche la natura ne sia priva, in quanto la materia e in realta 
divisibile all’infinite”, mentre “le regole dell’infinito risultano nel finite come se ci 
fossero delle entita metafisiche infinitamente piccole, benche non se ne abbia alcun 
bisogno, dal momento che la divisione della materia non perviene mai a particelle 
infinitamente piccole”. E’ semmai tra i continuatori sul continente europeo di Leibniz 
- De l’Hopital, Bernoulli, Fontanelle, etc. - che si incontra Einfinitamente piccolo 
come qualcosa che deve pure esistere. L’imporsi nella prima meta del sec. XIX di 
una interpretazione del calcolo basata sul concetto di limite, che non dipende dalla 
accettazione o dal rigetto dell’infinitamente piccolo, taglia la questione. 11 terzo 
tentativo di salvare il continuo nel senso platonico e costituito dalla moderna 
fondazione della Analisi sulla teoria degli insiemi: proprio questo sara oggetto delle 
parti successive. 




PARTE SECONDA 


IL PROBLEMA DEL CONTINUO E LA TEORIA DEGLIINSIEMI NELL’OPERA 
DI GEORG CANTOR. 

In questa parte si prende in considerazione il problema del continuo e alcune nozioni 
di teoria degli insiemi cosi come esse compaiono nell’opera di Cantor: l’esposizione 
e qui di carattere storico, ritenendosi che la puntualizzazione storica del problema del 
continuo permetta di situare in un quadro piu ampio i recenti risultati intomo a esso. 

1- Preliminari. 

Come gia Leibniz riconosceva, il concetto di funzione gioca un ruolo chiave nella 
Analisi (e non solo in essa). Storicamente questo concetto sembra avere una doppia 
origine, dacche vi ha condotto tanto l'aver osservato le dipendenze che imperano nel 
mondo della natura - dipendenze che da un alto consistono nel fatto che le qualita 
delle cose appaiono variate nel tempo, dall’altro nella connessione di causa ed effetto 
- quanto la struttura delle operazioni aritmetiche e algebriche. Queste due linee sono, 
come sviluppo storico, alquanto distinte. Esse vengono in relazione reciproca nel 
concetto di “legge naturale” dove una dipendenza data nella natura e rappresentata 
come una funzione costruita in maniera puramente aritmetica. Weyl ne scorge il 
primo esempio nelle leggi galileiane sulla caduta dei gravi 1 . D’altro canto ancora per 
Leibniz e per i matematici del sec. XVIII l’idea di una relazione funzionale era piu o 
meno identificata con Eesistenza d un semplice formula matematica che doveva 
esprimere appunto Tesatta natura della relazione. Inoltre si pensava la funzione di una 
variabile come una funzione rappresentabile da una curva che forma un tratto 
continuo, functio continua, per dirla con Buler. E’ solo nel sec. XIX che si ha 
un’ampia generalizzazione del concetto di funzione. Se il problema della 
sviluppabilita in serie trigonometriche di una funzione era gia stato al centra di 
lunghe discussioni tra D. Bernoulli, Buler, Lagrange, soprattutto in vista del problema 
delle corde vibranti, e con Fourier (1768-1830) che viene mostrata l’estrema 
importanza della questione. Fourier, nelle sue memorie dedicate alia teoria del calore, 
per primo affermd infatti che ogni funzione pud essere rappresentata tra 0 e 2tt 
mediante uno sviluppo in serie trigonometrica e che un medesimo sviluppo pud, entro 
questi limiti, rappresentare delle funzioni corrispondenti graficamente a archi di curve 
differenti. La determinazione dei coefficient della serie resta possibile anche nel caso 
in cui la funzione e discontinua. Lo studio delle serie - sorto, come si e accennato, in 
stretta connessione con problemi fisici - doveva rivelarsi come uno dei piu important 
fattori di sviluppo della analisi pura del secolo scorso; attraverso di esse Dirichlet 
(1805-1859) fu portato ad estendere successivamente il concetto di funzione e a 
prospettare, se non formulare esplicitamente, il concetto generale di funzione come 



corrispondente univoca. Le indagini di Dirichlet furono riprese da Riemann (1826- 
1850), per culminare con Henkel (1839-1873), nella edificazione della modema 
teoria della funzioni di variabile reale. Le motivazioni matematiche alia teoria degli 
insiemi per Cantor si inseriscono su questo sfondo. Dal 1873 al 1884 la creazione 
cantoriana, infatti, e strettamente legata alia Analisi (la stessa definizione dei numeri 
reali del 1872 era data in funzione della teoria delle serie trigonometriche. E’ dunque 
in questo contesto che storicamente awiene il passaggio dalla idea di funzione a 
un’altra idea - di estremo interesse essa pure - quella di “insieme”. Nelle prime 
memorie cantoriane non si tratta di insiemi astratti, ma di insiemi di punti e di 
numeri. Sembra cioe che Cantor abbia mirato alEapplicazione in campo analitico dei 
nuovi concetti che veniva elaborando, prima di pensare ad un edificio autonomo. 
Cosi, se nuove entita vengono introdotte, come appunto gli stessi numeri reali, cio e 
fatto in pretto spirito hankeliano, con riferimento al principio di permanenza delle 
propriety formali; parimenti, anche l’applicazione di mezzi insiemistici in quella parte 
della teoria delle funzioni che studia gli insiemi di punti, ha come sua unica 
giustificazione il fatto che essi permettono di “andare piu lontano”, di estendere cioe 
la portata dei concetti generali. Cavailles“ ha distinto tre tappe della creazione 
cantoriana, in rapporto al problema del continuo: dal 1873 al 1877 la scoperta e la 
distinzione della due potenze, del “numerabile e del continuo”; dal 1878 al 1884 la 
esplorazione del continuo; infine strutturazione generale della teoria, con 
l’apparizione nel 1890 di un articolo in cui compare il procedimento della diagonale 
per la prima volta, e con la pubblicazione - dal 1895 al 1897 sui “Mathematische 
Annalen” - degli ormai classici “Beitrage sur Begrundung der transfiniten 
Mengenlehre”, in cui viene offerta la sistemazione della teoria del transfmito. In 
questa sede si seguira il cammino di Cantor pressoche puntualmente per le prime due 
fasi (fmo al paragrafo 9 compreso), mentre si dara della teoria generale uno schizzo 
senza attenersi al corso delle ricerche cantoriana. 

2. Infinito e continuo in Bolzano 

“Bolzano - osserva Cantor nel 1883 - e forse l’unico presso cui i numeri infmiti 
godano di un diritto di cittadinanza”. Bolzano (1791-1848) interesse qui riguardo 
sia alia questione del transfmito che a quella del continuo. Nel “Paradoxien des 
Unendliches” e la convinzione filosofico-teologica dell’esistenza di “verita in se” 
(indipendenti dalla conoscenza umana e dalla stessa volonta divina, assolutamente 
necessaria al di la della contingenza degli eventi fisici) a garantire la possibility di un 
“infinito attuale”, concepibile come totality cioe, e non come un divenire che non 
giunge mai alia fine. Bolzano si serve sia della nozione di insieme che di quella di 
corrispondenza biunivoca o rappresentazione (Abbildunz): “Un certo sistema 
(Inbegriff) di cose e un tutto consistente di certi parti... Un sistema in cui l’ordine 
delle parti e indifferente si chiama insieme” 4 . Con il termine usato molteplicita., 
Bolzano intende appunto faggregato degli oggetti “assunti sotto un concetto”; la 
prima molteplicita infinita e proprio quella della verita in se. Ma mediante un vero e 
proprio processo di numerazione e possibile mettere in corrispondenza biunivoca tale 



molteplicita infinita non matematica con quella dei numeri naturali (1, 2, 3, ...). In 
entrambi i casi - molteplicita infinita metafisica o matematica - si considera l’insieme 
come una realta esistente in se, indipendente dai mezzi per raggiungerlo. Nel 
riprendere quel concetto di infinito attuale, che nel secolo XVIII non aveva avuto 
molta fortuna, screditato da considerazioni poco rigorose come quelle di Fontenelle o 
awersate da matematici come D’Alembert e Lagrange (per non dire delle piu recenti 
riserve di Cauchy e di Gauss), Bolzano teneva d’occhio non solo la critica da parte 
dei matematici, ma anche quella da parte filosofica e in questo procedere su doppio 
binario egli e in certo senso predecessore di Cantor. Bolzano osserva che non solo 
molti matematici, ma anche molti filosofi hanno frainteso o direttamente rifiutato 
1’infinito attuale. E tra le critiche dei filosofi, merita particolare interesse quella 
hegeliana 5 . “Hegel e i suoi seguaci - nota Bolzano 6 - non sono soddisfatti 
dell’infinito dei matematici e lo chiamano con disprezzo cattiva infinita, rivendicando 
la conoscenza di qualche infinito molto superiore, f infinito qualitative che trovano 
solo con Dio, e in genere nell’assoluto”. Cosi per Bolzano, come pure per Cantor, la 
concezione dell’infinito dei filosofi idealisti segna un ritorno sostanziale a quella 
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spinoziana dell’ Assoluto, “a cui nulla puo essere aggiunto” . tuttavia Bolzano ci 
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appare piu aperto di quanto sara lo stesso Cantor nei riguardi della critica hegeliana . 
Tale critica infatti non e per nulla da rigettare e colpisce nel segno se riferita solo a 
quei matematici “tra i quali lo steso Cauchy nel suo “Cours d’Analyse” e in molte 
altre opere” che “credettero di definire 1’infinito descrivendolo come una quantita 
variabile, il valore della quale cresca senza limite e possa diventare maggiore di 
qualsiasi entita prefissata grande a piacere. II limite di questo crescere 
indefinitamente sarebbe la quantita infinitamente grande” 9 , ma cio che i matematici 
chiamano quantita infinita in questo senso, facendo un cattivo uso di tale nozione, 
“non e propriamente una quantita, ma solo il concetto, la rappresentazione sotto la 
quale non e compresa una singola quantita, ma un insieme senza limite di quantita 
diverse, differenti per i loro valori, cioe appunto per le loro grandezze” 10 . la critica 
filosofica perde invece il suo senso quando non si tratti piu di “quantita sempre 
crescente alio infinito, senza che mai lo raggiunga”, ma di quantita che non ha 
bisogno di essere variabile, essendo gia data nella sua totalita. Tale infinito e, per 
Bolzano, la vera chiave sia dell’aritmetica (si pensi alia retta intesa come infinito di 
punti, etc.), anche di fronte ai paradossi, che sembrano infirmare il principio classico 
del totua parte maius. Bolzano non modifica la sua scelta di fondo per Tinfinito 
attuale, ma assume un atteggiamento molo simile a quello che sara di Cantor “per cui 
si tratta soltanto di una bizzarria, non certo di una contraddizione” 11 . Il paradosso e, 
per Bolzano, falsa contraddizione, “mera apparenza”, dovuta piu a intuizioni confuse 
e a considerazioni ingenue che all’effettiva struttura dei concetti e della teoria. Gli e 
possibile cosi schizzare i lineamenti di un calcolo dell’infinito, definendo “ relazioni 
di uguaglianza, operazioni di somma e di prodotto, basandosi sempre sulla nozione di 
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corrispondenza biunivoca . ma una notevole differenza tra Bolzano e Cantor appare 
quando si osservi che le molteplicita infinite del primo non vengono affatto 
differenziate da un puro punto di vista aritmetico e il problema del continuo - 
nell’enunciato a P. 1 pag. 48 - avrebbe ricevuto da lui una troppo semplice risposta. 



Del continuo e presente invece un tentativo di defmizione astratta, che precede quella 
di Cantor, Dedekind, Hilbert, etc. Nei Paradoxen tien dietro alia esposizione della 
teoria delle quantita una trattazione abbastanza ampia dell’aspetto applicativo della 
teoria stessa, affrontandosi pure i paradossi “della teoria del tempo e dello spazio”. I 
concetti del tipo “estensione spaziale” e “durata temporale” presuppongono infatti la 
nozione di continuo. La disamina bolzaniana della “tante contraddizioni apparenti” 
che grava su questa nozione “fin dalla remota antichita” 14 sembra particolarmente 
interessante, soprattutto se riferita a tutta una problematica ben viva nel patrimonio 
classico della filosofia e a certe sue propaggini che si connettono strettamente alia 
problematica attuale della filosofia della matematica (cfr. parag. III). Ci si deve rifare, 
spiega Bolzano, al piu semplice continuo, cioe la retta intesa come un insieme infinito 
di punti. L’obiezione tradizionale e che e impensabile che un tutto esteso abbia 
origine da parti prive di estensione e assolutamente semplici, come i punti per la retta 
geometrica e gli istanti del tempo. A fondamento di tale obiezione Bolzano trova la 
convinzione che “una proprieta che manchi a tutte le parti, non possa competer al 
tutto” 15 . Ma cio non e - ribatte Bolzano - una verita logica, e solo un pregiudizio 
confutabile: “Ogni tutto ha, e deve avere, proprieta che manchino alle parti. Un 
automa ha la proprieta di ingannare in modo ingannevole certi movimenti di un 
essere vivente, mentre le parti separate, le sue molle, le sue rotelle, non possiedono 
affatto tali proprieta” 16 . D’altra parte come caratterizzare il continuo? E’anzitutto la 
densita del continuo ad essere colta: “due istanti qualsiasi sono separati da un insieme 
infinito di istanti tra essi compresi, e analogamente da due punti qualsiasi dello spazio 
esiste un insieme infinito di punti... e nello stesso dominio del reale tra due qualsiasi 
sostanze ne esiste un insieme infinito di altre” . non si vedra nulla di contraddittorio 
nella densita se si applica il punto di vista delfinfinito attuale. Nessuna estensione 
pud dunque essere prodotta da un insieme finito di punti e talvolta “persino un 
insieme infinito di punti non e sempre sufficiente per generare un continuo, neppure 
per esempio una linea brevissima, qualora tali punti non abbaino anche la 
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disposizione appropriata” . se dunque a Bolzano sfugge l’aspetto aritmetico della 
questione del continuo, egli centra il problema dal punto di vista della defmizione di 
una struttura d’ordine entro un dato insieme. Infinita e densita non sono infatti 
caratterizzazioni sufficienti. “A rigore dovremmo da una parte insegnare che f esteso 
non e mai prodotto fa un insieme finito di punti, e che e prodotto da un insieme 
infinito in tutti i soli quei casi nei quali e soddisfatta la condizione secondo la quale 
ogni punto dell’insieme deve avere, per ogni distanza sufficientemente piccola, un 
qualche punto vicino; d’altra parte dovremmo ammettere che le parti semplici di un 
oggetto spaziale non risultano da qualsiasi suddivisione, in particolare cio non 
awiene quando tali parti siano tal che il loro insieme sia finito, come pure non 
sempre quando si suddivida all’infinito (ad esempio, per mezzo di dimezzamenti 
successivi) 19 . “ manca a tale formulazione una adeguata precisazione di cosa 
intendere per distanza di sue punti su una retta e si osservi pi che per quanti riguarda 
la relazione intercorrente tra due insiemi di numeri e insieme di punti sulla retta 
geometrica manca ancora un esauriente definizione dei numeri reali. Se si vuole 
infine caratterizzare con la terminologia filosofica usta in Parag. 1 la posizione di 



Bolzano sul continuo, la troviamo in linea con quella rinnovata concezione 
“atomistica” che Weyl attribuisce a Cantor e a Dedekind: “qualsiasi continuo - 
proclama Bolzano - non pud risultare in ultima analisi costituito di niente altro che di 
punti e soltanto di punti” . 

3- Primo approccio di Cantor al problema del continuo. Numerabilita dell’insieme dei 
numeri razionali; non numerabilita dell’insieme dei numeri reali: numeri algebrici e 
numeri trascendenti. 

II punto iniziale delle ricerche cantoriane sul continuo e dato dalla definizione dei 
numeri reali del 1872; in essa il continuo era rappresentato come un insieme di tutti i 
limiti delle successioni convergenti di numeri razionali, cioe di punti razionali sulla 
retta R . Cantor si trova innanzitutto a confrontare V insieme dei numeri naturali con 
quello dei numeri introdotti. “Prendiamo - scrive Dedekind - l’insieme di tutti gli 
interi positivi n (cioe i numeri naturali) e rappresentiamolo mediante (n); 
considerando quindi V insieme di tutte le grandezza numeriche reali x, e 
rappresentiamolo mediante (x), il problema e semplicemente di sapere se (n) pud 
essere messo in corrispondenza con (x) in maniera tale che ogni individuo di uno 
degli insiemi corrisponda un individuo, e uno solo, deH’altro”. Una risposta 
affermativa significherebbe che i punti, gli “atomi” della retta euclidea si possono 
contare. I numeri reali costituirebbero cosi una totalita infinita assimilabile a quella 
dei numeri naturali, da un punto di vista meramente aritmetico. Si osservi 
innanzitutto che, nel caso di totalita infinite, si possono rappresentare Puna 
sull’altra” , biunivocamente, una totalita e una sua parte propria. Gia Galileo” si era 
imbattuto in questioni di questo genere, esaminando, nel dominio dei naturali, la 
funzione y - x” che induce appunto una corrispondenza biunivoca tra 1’insieme di 
naturali e V insieme dei quadrati perfetti (che e, evidentemente, una parte propria di 
tale insieme!). In geometria, e stata poi parimenti piu volte osservata la possibility di 
una corrispondenza biunivoca tra una figura e una sua parte propria, per esempio 
considerando i punti di una retta e i punti di un segmento” , apparendo cosi 
irrilevante la distinzione tra limitato e illimitato. Tuttavia Cantor - come gia prima di 
lui Bolzano - era pronto ad affermare” che il principio del totum parte maius non era 
affatto un principio assoluto, ma andava relativizzato al solo ambito del finito, 
eliminando cosi tutta una serie di obiezioni alle proprie nozioni sia di infinito attuale 
che di continuo monadisticamente inteso 26 . Cosi risulta gia piu accettabile il fatto che 
si pud stabilire una corrispondenza biunivoca tra 1’insieme dei naturali e quello dei 
numeri razionali, anche se esiste un sottoinsieme proprio di quest’ultimo che pud 
essere identificato con l’insieme dei naturali stessi. L’insieme dei razionali e dunque 
“numerabile (cioe pud esser posto in corrispondenza biunivoca con insieme dei 
naturali)” ; l’aspetto paradossale della cosa sta - oltre che nella questione relativa al 
rapporto del tutto con le sue parti - nel fatto che 1’insieme dei numeri razionali 
compresi tra due numeri interi consecutivi e esso pure infinito, propriety che deriva 
dal fatto che 1’insieme dei razionali e dcnso. mentre Linsieme dei numeri naturali e 
discreto . Di primo acchito “si sarebbe tentati di concludere che (n) non possa essere 




messo in corrispondenza (bi)univoca con E insieme (p/q) di tutti i numeri razionali 
p/q"" , mentre si perviene proprio al contrario. Ma per questa via si pud andare ancora 
piu lontano. Oltre alia classica ripartizione dei numeri reali in numeri razionali e 
numeri irrazionali, ne esiste una in numeri algebrici e trascendenti. Un numero reale 
r e detto algebrico se e radice di una equazione algebrica a coefficienti interi (positivi 

o negativi) di grado n (numero naturale): a n x n + a n _ j xn " * + ...+ajx + a o = 0: 

trascendente altrimenti. Sussiste il teorema che anche E insieme dei numeri reali 
algebrici 29 e numerabile 30 . Esso e una generalizzazione del risultato precedente, dato 
che tutti i numeri razionali si possono considerare come radici dell’equazione di 
primo grado q x + p = 0, ed e ancora piu sorprendente, dato che esiste una infmita 
di numeri reali algebrici la cui differenza con un numero reale qualunque r e minore 
di un numero arbitrario s , ovvero c’e un’infmita di numeri algebrici contenuti in 
ogni intervallo reale (r + s , r- s) arbitrariamente piccolo. 11 primo (1874) risultato di 
Cantor a proposito della non-numerabilita del continuo liquida la possibility di 
concludere che dal punto di vista della grandezza esista un unico infmito. 
Specificatamente, qual e il suo significato dal punto di vista dell’ Analisi?. Non e fmo 
ad oggi conosciuto alcun metodo generale per decidere, dato un numero reale r, se 
esso sia algebrico o trascendente. Mentre la natura algebrica di r, viene confermata 
esibendo una equazione logica di cui r e, in via di principio un dimostrazione di 
impossibility. Fino al primo quarto del sec. XX, prima delle scoperte di Gelfond, 
Siegel e altri, ben poco si sapeva di questi numeri e le dimostrazioni (1873-1883) 
relative a e ed ad n erano risultate assai impegnative. 11 risultato di Cantor viene a 
costituire un’altra dimostrazione del teorema di Idouville (1851) relativo alfesistenza 
di (infiniti) numeri reali trascendenti . Questi infatti non solo sono infmiti, ma 
addirittura sono “piu numerosi” dei reali algebrici, anche se si conoscono ben pochi 
numeri reali per cui si e in grado di dimostrare effettivamente che sono trascendenti: 
il risultato cantoriano ha una portata “esistenziale”, nel senso che ci dice che tali reali 
trascendenti esistono, ma non ci indica come individuarli. Piu in generale esso 
significa che non solo finsieme dei numeri reali (o dei numeri reali di un qualunque 
intervallo) e “piu numeroso” all’insieme dei numeri naturali, ma cio resta vero se si 
esclude da questo insieme una successione semplicemente infinita di valori distinti 
che formi un insieme numerabile: per es. sopprimendo tutti numeri algebrici; oppure 
tutti i numeri razionali (che anche gli irrazionali risultano, analogamente, piu 
numerosi dei razionali): il continuo appare cosi “infmitamente piu infinito” del 
numerabile. 

4- Continuo unidimensionale e pluridimensionale. 

Si sono fin qui considerati solo insiemi lineari, cioe degli insiemi di numeri reali 
diseguali, che si possono sempre ordinare in successione con l’usuale relazione di 
minore (maggiore) in successione decrescente (crescente); il che non e piu valido per 
gli insiemi di numeri complessi e ipercomplessi, cioe per gli insiemi di cui ogni 
elemento e un n-upla (n > 2) ordinata di numeri reali. 



Ci si pud chiedere se tali insiemi non siano “pm numeri” degli insiemi del continuo 
lineare. Nel 1875 Cantor si applica appunto a un problema del genere: “Pud darsi che 
una superficie (per esempio un quadrato...) possa essere messa in correlazione 
(bi)univoca con una linea (per esempio il segate di una retta...) in maniera tale che a 
un punto della superficie corrisponda u punto della linea e viceversa... malgrado, 
come i matematici del su tempo, Cantor stesso pencolasse per la risposta negativa, 
risulta che un segmento puo essere rappresentato biunivocamente su di una 
superficie, senza fare altro che mutare Lordine dei suoi punti 34 . “Lo vedo ma non ci 
credo!” A Cantor steso il suo defmitivo (1878) risultato appare come un nuovo 
paradosso della teoria degli insiemi infmiti. Non solo la relazione parte-tutto sembra 
sfumare di fronte alle corrispondenze fra elementi di insiemi infiniti, m,a lo stesso 
concetto di dimensione appare irrilevante. Dal punto d vista della grandezza 
aritmetica, la determinazione del continuo non solo e la stessa per la retta e per il 
segmento, ma addirittura per il quadrato, il cubo, etc. e non c’e ragione, 
astrattamente, di limitarsi a tre dimensioni. Non si apriva cosi un vero e proprio 
abisso tra intuizione e rigore matematico? La questione infatti assumeva un 
significato generale: sembrava cioe che il passaggio, tipico della scienza, da 
rappresentazioni intuitive a un concetto precisamente defmito, dovesse esigere la 
contraddizione con l’uso ordinario. Il medesimo termine veniva a denotare enti ben 
diversi a seconda che facesse parte del linguaggio rigoroso o di quello comune. La 
stesa definizione della continuity, che andava oltre la rappresentazione della infmita 
divisibility, non aveva gia forzato le cose in questa direzione? Ora c’era di piu: un 
concetto apparentemente stabile, come quello di dimensione, sembrava rivelarsi 
infondato ad un’analisi piu approfondita. Il vizio era da cercarsi, come sosteneva 
Kreneker, all’interno della teoria cantoriana stessa, altrettanto povera quanto 
ambiziosa? O piuttosto non si sapeva in realta affatto cosa denotasse il termine 
familiare di “dimensione”? A1 risultato di Cantor doveva ben presto affiancarsi 
(1890) quello di Giuseppe Peano (1858-1932). Il Peano trovo una “curva” (nel senso 
di Jordan) che “riempie tutto un quadrato”. La corrispondenza studiata da Peano e 
univoca nel passaggio dal segmento al quadrato; plurivoca nel passaggio inverso: 
continua; quella di Cantor e invece univoca nei due sensi (cioe biunivoca, ma e 
discontinua - fatto questo gia osservato da Dedekind ). Se ne puo concludere che se 
la funzione di rappresentazione e biunivoca, non e continua e viceversa. Ne il 
risultato di Peano ne quello di Cantor in realta annullano la distinzione fra le figure a 
una e quelle a piu dimensioni: tale distinzione cadrebbe soltanto se fosse possibile 
trovare una rappresentazione contemporaneamente biunivoca e continua. Lo Jurgens 
ha dimostrato che cio e impossibile, mentre e di Brouwer (1911) il teorema che una 
porzione di varieta continua, a k dimensioni, puo venire rappresentata in modo 
biunivoco e continuo solo su una porzione di varieta essa pure a k dimensioni, e non 
su una a j dimensioni, con j ^ k. 

Cosa significa tutto cio riferito alle ricerche cantoriane sul continuo? Significa che il 
problema del continuo e ipso facto esteso a continui pluridimensionali e questo non 
grazie al sacrificio del concetto di dimensione - che resta valido in tutt’altra sede - 
ma solo i virtu di una distinzione che si viene sempre piu delineando tra ricerche di 




topologia propriamente dette (sulla dimensione e sulla connessione) e ricerche piu 
propriamente insiemistiche, anche se, per un certo periodo, riferito principalmente 
all’ambito degli insiemi di punti. 

5- Concetto di potenza. Prima formulazione della ipotesi del continuo: E ipotesi delle 
due potenze. 

II termine insieme (Mannigfaltigkeit oppure Menge, a seconda) ha un significato 
intuitivo in queste ricerche e puo essere considerato sinonimo di aggregate, classe, 
raggrappamento, etc. Tuttavia Cantor (in questo vicino a Bolzano) insiste soprattutto 
sulla defmitezza e determinatezza dell’insieme, cioe sulla possibility di poter sempre 
stabilire per un punto (owero per un numero) se esso appartiene o no all’insieme (per 
il problema di tale “definitezza” cfr. oltre parag. 10). Egli poi mette a fuoco il 
concetto di Potenza. “Se due insiemi ben defmiti M e N si possono coordinare uno 
all’altro, elemento per elemento, i maniera (bi)univoca o completa, io mi servo 
dell’espressione... che essi hanno eguale potenza, owero che sono equipotenti. Per 

sottoinsieme di un insieme M io intendo ogni altro insieme i cui elementi sono 
nello stesso tempo elementi di M. Se due insiemi M e N non hanno eguale potenza, 
M ha una potenza uguale a quella di un sottoinsieme di N, oppure N quella di un 
sottoinsieme di M; nel primo caso chiamo la potenza di M minore, nel secondo caso 
maggiore della potenza di N 36 . E’ qui in nuce (con la soluzione gia presupposta!) il 
problema della comparability delle potenze. Le potenze possono essere viste come 
numeri (esse del resto si identificano con i numeri naturali nel caso degli insiemi 
finiti, dal momento che questi ultimi hanno potenza eguale soltanto se il numero dei 
loro elementi e lo stesso) e ha senso definire per esse delle operazioni. Si intendano, 
per ora, i termini sommare, sottrarre, moltiplicare, in maniera intuitiva: Cantor 
stabiliva gia i primi teoremi nelEambito delle ricerche di cui sopra: che una 
successione finita o numerabile di insiemi, ciascuno di potenza del numerabile, 
sommati insieme danno ancora un insieme di potenze numerabile; che l’addizione 
della potenza del numerabile a quella del continuo da ancora la potenza del continuo. 
Da questo ultimo punto di vista poteva infatti essere considerato il risultato dei lavori 
di tre anni 1875-1878, interpretando “Einfinite di punti di una superficie” come 
ottenuto a partire dai punti di una linea mediante elevazione al quadrato, quello dei 
punti di un solido mediante elevazione al cubo”, etc. il calcolo tuttavia e solo 
abbozzato: occorreva scoprire come si generino l’una dall’altra le potenze. Cio vale, 
ovviamente, soprattutto per due potenze infinite, quella del numerabile e quella del 
continuo: occorre, in altre parole, non solo mostrare che la seconda e riducibile alia 
prima, ma addirittura scoprire il meccanismo che conduce dall’una all’altra. “E’ 
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allora Eanalisi del continuo - osserva Cavailles - che passa al primo piano, con una 
concreta perentorieta...”. E’ “quella forza strabiliante che risiede nei numeri razionali 
e irrazionali, in grado di determinare gli elementi di un sistema continuo a “n” 
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dimensioni in una maniera (bi)univoca servendosi di una sola coordinata” che fa 
scomparire ogni scrapolo di Cantor di fronte all’infinito. Nell’ambito degli insiemi di 
punti sembra che gli insiemi infmiti o della potenza del numerabile o di quella del 
continuo: questa la conclusione di Cantor dopo le ricerche di cui sopra. E limitandosi 
agli insiemi lineari infmiti di punti o di numeri reali, prende forma l’ipotesi che 
riprendendo tali insiemi in classi determinate dalla loro potenza, “il numero delle 

TQ 

classi dato mediante questa ripartizione e finito e eguale a due” . E’ questa la prima 
formulazione - legata a una problematica che verra poi sempre piu ampliata - della 
cosiddetta “ipotesi del continuo”. Se ne pud dare precisamente la seguente 
espressione: “ogni insieme infmito non numerabile di numeri reali ha la potenza del 
continuo” (ad es. si fara riferimento in questa sede come alia “ipotesi delle due 
potenze”, con abbreviazione HM). Non si conosce a tutf oggi, alcun insieme di 
numeri reali (ovvero di punti sulla retta) che no sia ne finito, ne numerabile, ne di 
potenza del continuo. Si potrebbe pensare che questi attributi formino una 
disgiunzione completa. Hm e appunto cio che pensa Cantor fin dalle prime mosse 
delle sue ricerche insiemistiche, nella convinzione che la propria congettura e vera e 
che si tratta solo di dimostrala. Certo, se l’ipotesi HM fosse vera, la teoria degli 
insiemi verrebbe semplificata notevolmente. Innanzitutto, si saprebbe quali possono 
essere le potenze dei sottoinsiemi di uno degli insiemi piu importanti della Analisi 
matematica; in secondo luogo, per dimostrare che un insieme finito di numeri reali ha 
la potenza del continuo, basterebbe provare che non e numerabile (parecchie 
dimostrazioni conosciute potrebbero tra l’altro cosi essere sostituite da dimostrazioni 
piu semplici). Si osservi che in questa primitiva formulazione (HM) l’ipotesi del 
continuo lascia impregiudicata la questione se esistano potenze superiori al continuo. 
Nel ritenere solo due le potenze, prima potenza (numerabile) seconda potenza 
(continua) Cantor parte sempre dal continuo lineare (owero, da continui 
pluridimensionali, il che e lo steso per il teorema citato la paragr. precedente),, e 
quindi e impensabile, negli interessi cantoriani del momento qui in esame, la 
considerazione d insiemi infiniti (non piu ovviamente di punti) che abbiano una 
potenza superiore a quella del continuo. L’orizzonte sara ben piu ampio nel Cantor di 
alcuni anni dopo. 

6- il processo di derivazione e primo approccio agli ordinali transfiniti. 

Seguiamo ancora Viter cantoriano: (dal paragrafo 4) lo studio degli insiemi, 
considerati dal punto di vista delle potenze, si pud ricondurre a quello degli insiemi 
lineari e ci si limita a questi ultimi nella seguente esposizione di alcuni risultati del 
periodo 1879-1884, restando sottointeso che ogni passo fatto in tale contesto pud 
essere subito esteso ad insiemi aritmetici o geometrici di un numero qualunque di 



dimensioni, anche infinite (numerabile). Si consideri una successione di punti sulla 
retta: pud darsi che esista qualche punto intorno a cui i punti che rappresentano i 
termini della successione (non necessariamente convergente) vadano rinserrandosi in 
modo particolarmente fitto, “accumulandosi”, per cosi dire, intorno a quel punto. Pm 
precisamente, dato un insieme E i punti sulla retta R , diciamo che Peun punto 
limite o punto di accumulazione (Haufungspunkt) di E, se in ogni segmento non 
vuoto di R che contiene P nel suo intemo, cade qualche punto di E di verso a P. 
Si chiama derivato di E l’insieme E° dei suoi punti limite. Un punto limite di E 
non e necessariamente un elemento di E. Viceversa, ci possono essere elementi di E 
(detti punti isolati) che non sono punti limite di E. L’insieme E e detto poi isolato se 
non ha alcun elemento comune con E° chiuso se contiene E°, denso in se se e 
contenuto in E°, perfetto se e nello stesso tempo chiuso e denso in se, cioe se coincide 
con E°. L’operazione 0 consiste dunque nell’eliminare da E, se ve ne sono, tutti gli 
elementi isolati. E’ ovvio che se E e isolato, il suo derivato e nullo (cioe e un 
insieme senza elementi, insieme vuoto ). Ma come da E si genera il derivato E° , cosi 
si pud derivare da E° il derivato E 00 , etc. Un primo risultato e che ogni insieme 
derivato e un insieme chiuso, cioe contiene il proprio derivato; reciprocamente, ogni 
insieme chiuso pud essere considerato il derivato di un altro insieme, un insieme 

perfetto; in particolare, risulta identico a tutti i suoi derivati. Gli insiemi E°, E 00 . 

etc. risultano dunque “inscatolati” l’uni dentro l’altro. Due casi si presentano allora: o 
la successione delle derivazioni successive ha un termine, quando si trova un n- 
esimo derivato isolato, nel qual caso il derivato (n+l)-esimo e nullo, oppure non si 
trova mai un derivato nullo e allora 1 successione delle derivazioni e illimitata. Cantor 
in una memoria, nel 1871 40 , su questa base ripartiva in due segmenti (Gattungen) gli 
insiemi: primo genere se esiste un numero naturale n a cui la successione dei 
derivati dell’insieme E Si ferma, secondo genere altrimenti. La cosa e resa piu 
interessante dal fatto che si dimostra che ciascun insieme di primo genere (in 
particolare isolato) e o finito o numerabile. L’operazione di derivazione fu vista, da 
Cantor, innanzitutto in funzione dello studio delle serie trigonometriche (1871): egli 
tentava di dimostrare che se una serie trigonometrica converge a 0 eccetto che per 
un insieme numerabile, allora essa e identicamente nulla. Ma mentre appare curioso 
che Cantor non abbia perseguito con questo mezzo lo scopo originale, e degno di nota 
che proprio per questa strada si ha “una prima rappresentazione” di ordinali 
transfiniti. L’operazione 0 pud infatti essere ripetuta un numero “transfinito” di 
volte, che dipende dall’ordinamento indotto su E (insieme di numeri reali ordinati 
secondo grandezza) prima che E venga - se e caso - “svuotato”. Nuove prospettive 
si giustappongono cosi alia considerazione delle potenze - la quale prescindeva 
invece dall’ordine degli elementi di un insieme - balza gia in rilievo l’importanza del 
“seguirsi in successione” delle operazioni di derivazione (come si susseguono, per 




esempio, i numeri naturali) e di estendere anche al di la del finito tale concetto di 
successione, il tutto in funzione di verificare Eipotesi delle due potenze. L’interesse e 
rivolto owiamente agi insiemi di secondo genere: alcuni di essi avranno solo la rima 
potenza, gli altri una potenza superiore. Sotto questa nuova visione si nota come la 
ripartizione del 1871 fosse piuttosto rozza: la considerazione dei derivati successivi, 
numerati dalla successione dei numeri naturali, non riesce a distinguere, in maniera 
generale e sicura, le diverse potenze degli insiemi infiniti. Si awerte cioe la necessity 
di definire, per gli insiemi del secondo genere, dei derivati di ordine infinito, la cui 
considerazione si rivela decisiva nello studio delle potenze e delle altre proprieta 
degli insiemi infiniti. In particolare una definizione astratta delle due potenze e dei 
loro rapporti reciproci e possibile se le due categorie di insiemi alle quali esse si 
applicano possono esser caratterizzate concettualmente in modo soddisfacente. La 
derivazione permette tale caratterizzazione? Si consideri la successione infmita dei 
derivati di un insieme E di secondo genere: E°, E 00 ,..., E n ,... ciascuno contenuto nel 
precedente e non vuoto, senza che vi sia un ultimo derivato; si consideri la 
intersezione (insieme di tutti gli elementi comuni) di questi derivati, cioe Einsieme di 
tutti i punti di E° che permangono indefinitamente in tutte le derivazioni successive. 
Lo si chiami derivato di ordine co . E CQ . Questo derivato esiste per tutti gli insiemi 
del seguente genere, dato che e ben definito. Esso pud ammettere a sua volta un 
derivato E co+1 , un secondo derivato E co+2 etc., indefinitamente, a meno che no si trovi 
un derivato nullo E co+n (n naturale). Altrimenti Einsieme E co generera lui pure, una 
successione illimitata di derivati: E co+1 , E co+2 , E co+3 , ... , E co+n , ... (assumendo n tutti i 
valori naturali): in una parola, questa successione sara infinita come quella dei numeri 
naturali. Ripetendo esattamente gli stessi passi che per il derivato di ordine co , si 
individua un nuovo derivato come intersezione di tutti gli insiemi della successione, 
derivato che verra designato con E co+co o E 2co . Questi potra a sua volta generare una 
serie finita o infinita di derivati successivi E 2co+1 , E 2co+2 , ... , E 2co+n , ... , da cui si potra 
eventualmente considerare con passaggi analoghi, un nuovo derivato E 3co . E 
continuando sempre cosi, si formera la successione E co , E 2co , E 3co , ... , E nco , ... (con n 
naturale) ciascun elemento della quale e il primo di una successione indefmita di 
derivati successivi: E 1M0 , E nco+1 , E 1K0+2 , E nco+n i (con ni naturale) e se non c’e alcun E nco+n i 

che si annulli, la successione degli E nco risultera essa pure infinita. Si trovera allora un 

2 

uovo derivato nel solito modo designato con E co “ ovvero E“ . Il meccanismo e 

2 

ormai chiaro. Si pud passare cosi alia successione degli E 1K0 , poi alia successione 
degli E® . E se nemmeno quest’ultima ha un termine, si passa al derivato E c ° c ° e di 

nuovo alia successione E nC ° , poi alia successione E co ° , quindi alia successione 

E c ° nc °, quindi alia successione E c ° c ° da cui il derivato E c ° c ° . E’ evidente, poi, che, se 
nessuno di questi derivati successivi si annulla, si potra prolungare all’infinito questa 



formazione di derivati d’ordine infmito, senza mai fermarsi. Ma anche qui, 

.co n volte 

considerando E insieme dei punti comuni ai derivati E coC ° si otterra un 

8 

derivato E^ che non apparterra a tale successione e che, insieme ben defmito esso 

pure come tutti gli altri - potra generare a sua volta un insieme di derivati di un 
ordine infinito piu alto e cosi via all’infinito... “Scorgiamo qui - commentava 
Cantor 41 - una generazione dialettica che conduce sempre piu lontano, e, libera da 
ogni arbitrio, resta necessaria in se e conseguente”. Questo slancio nelEinfinito, 
attraverso un “processo” che sfrutta essenzialmente le idee di ordine e di successione, 
in che connessione si trova dunque con la potenza del continuo? Intuitivamente il 
nesso e chiaro. “Parlando in linguaggio corrente - ha osservato Russell 42 - il primo 
derivato consiste di tutti i punti nella prossimita dei quali sono ammucchiati un 
numero infinito di termini della collezione”. Un insieme E si compone di un insieme 
isolato e della intersezione col suo derivato. Quindi se il rimo derivato di E, E° e 
numerabile, anche E e numerabile; un passo ancora: Cantor era convinto che ogni 
insieme, il cui derivato di ordine a (a sia tanto un numero naturale quanto un 
qualsiasi dei precedenti “simboli” transfmiti) risultasse nullo, fosse numerabile. La 
dimostrazione e immediata quando a e fmito. Ma quando a e un simbolo 
transfinito Cantor dichiara “che essa deve farsi esattamente alia stessa maniera, 
servendosi del principio di induzione completa” 43 , “senza nemmeno osservare 
l’estensione data nel passo stesso al procedimento per induzione”. Il fatto e che il 
movimento dialettico che generava la successione dei simboli transfiniti gli appariva 
con Eevidenza stringente della logica. Ma Einduzione completa non pud in questo 
caso provare la numerabilita che a condizione di non comportare essa stessa una 
infinita numerabile di passi. Se tale aderenza resta tra induzione e generazione dei 
simboli transfiniti, impossibilitata cosi a superare il numerabile, il legame con il 
continuo viene a cadere” 44 . D’altro canto se si vuole giungere al continuo, occorre per 
i simboli transfiniti una formazione da cui essi non risultino soltanto come tappe di 
una generazione progressiva. Mentre, tecnicamente qui si delinea Eesigenza del 
principio di induzione transfinita, da un punto di vista filosofico si impone sempre 
piu la necessity di chiarire concettualmente il dominio del transfinito. 

7- Infinito proprio e improprio. 

Cosi motivazioni matematiche e considerazioni filosofiche si fondono 
esemplarmente in Cantor. Tutta una serie di lavori 45 mostra che Eindagine 
matematica di Cantor e incessantemente accompagnata da una discussione di natura 
piu strettamente filosofica (se non addirittura teologica): talvolta quest’ultima appare 
in certi passi confusa e poco brillate, ma , nonostante tutti i limiti e le manchevolezze 




che vi si possono riscontrare, ne risulta bene la profonda consapevolezza di Cantor 
circa la connessione tra pensiero filosofico e matematico. Come Bolzano, egli si 
trovava di fronte innanzitutto una opposizione del mondo matematico contro 
quell’infinito attuale che e cosi essenziale nella stessa teoria degli insiemi di punti 
(Punktnengen) - si pensi soltanto alia considerazione di tutti i numeri reali e di tutti i 
processi di derivazione di una certa successione. Non mancavano nomi illustri tra gli 
oppositori dell’infinito attuale: Gauss (lettera a Schumacher, 1831) aveva dichiarato 
di protestare contro l’uso “di una grandezza infinita come qualcosa di completo, uso 
che non venne mai ammesso nella matematica. L’infinito e soltanto una “facon de 
parler” e a voler essere rigorosi si parla invece di limiti, cui certi rapporti vengono 
cosi vicini quanto si vuole, mentre ad altri rapporti e permesso crescere oltre ogni 
misura” 44 . Cauchy dal canto suo trova paradossale il ritenere una infinita di oggetti 
attualmente esistente, etc. 47 . Tale ostilita per Cantor non ha ragione di esistere. Essa e 
dovuta alia confusione che si e storicamente prodotta, nello sviluppo della 
matematica dopo Leibniz, tra infinito attuale e infinito potenziale , specialmente 
riguardo ai fondamenti del Calcolo. “E’ stata soprattutto la concezione... dei 
differenziali come grandezze determinate infmitamente piccole, mentre esse sono 
soltanto grandezze ausiliarie mutabili, piccole a piacere... (che scompaiono 
completamente dai risultati finali dei calcoli e per questo vengono gia da Leibniz 
considerate mer efictiones)” , concezione erronea “superata dal metodo... dei limiti 
di Cauchy” 49 a fuorviare totalmente molti matematici e a generare “una certa 
riluttanza contro tale illegittimo uso dell’infinito attuale in estesi strati della 
scienza” 50 . cio posto, mentre Tinfinito potenziale (potentiale Unendliche) “viene 
espresso di preferenza laddove si presenta una grandezza infinita variabile, 
indeterminata, 1 quale o cresce oltre tutti i limiti finiti... o decresce sotto ogni limite 
concreto di piccolezza (questa e la rappresentazione legittima di un differenziale)” 51 , 
con infinito attuale (aktual Unendliche) si deve intendere “un quantum che da un lato 
non e variabile, bensi piuttosto e fisso e determinate, e una costante esatta eppero 
d’altra parte supera ogni grandezza finita della stessa specie” . Risulta chiaro da cio 
per Cantor che soltanto la seconda si pud dire infinita in senso proprio. L’infinito 
potenziale infatti, per essere concepito, presuppone gia la nozione di infinita attuale: 
“Tinfinito potenziale ha solo una realta celata, indicando esso un Tinfinito attuale... 
mediante il quale esso diviene pensabile”, mentre di per se “non e propriamente 
infinito” ; per questo Cantor lo chiama infinito improprio , mentre tocca a quello 
attuale Tappellativo di proprio ovvero, come immagine tratta dal linguaggio degli 
Scolastici, “sincategorematico” (in opposizione a “categorematico”), dato che esso e 
esclusivamente “concetto di relazione” e non rappresenta di per se alcuna realta, e 
“questo e il suo specifico ruolo nel calcolo integrale e differenziale di Newton e di 
Leibniz”. Sotto questa luce, Cantor proclama dunque che “il rifiuto non critico... 




dell’infinto attuale legittimo non rappresenta il benche minimo attacco contro la 
natura delle cose che si devono accettare come esse sono” ed e solo “una specie di 
miopia” intellettuale' 4 . Aristotele, una delle massime voci dell’antichita contro 
l’infinito attuale, colpisce solo la rappresentazione dell’infinito come ourslpov, ma i 
suoi argomenti non sono affatto stringenti contro 1’infinite attuale vista come 
chpcopiS^evov, 1’infinite suscettibile di determinazione concettuale 55 . ma se 
I’atteggiamento e state fluttuante dall’Antichita all’Eta modema, Cantor considera 
invece assai negativamente le posizioni assunte nei riguardi dell’infinite dalle 
principale scuole filosofiche del suo tempo. Dal positivismo alia filosofia 
idealistica 56 , dal criticismo alio psicologismo, etc. Cantor nelle correnti piu svariate 
scorge atteggiamenti che per un verso o per l’altro escludono l’infinito attuale. 
Particolarmente acre e la sua critica a Kant , le cui antinomie della ragion pura 
porterebbero ad una scepsi degno di “Pirrone o dell’ Accademia”, critica pero che 
appare particolarmente infelice, dato che le antinomie kantiane non hanno in realta 
come scopo tanto una confutazione del concetto di infinito in se, quanto 
rappresentanti semmai una disamina dell’applicazione di tale concetto al mondo 
intero e una constatazione del dato di fatto che il raziocinio umano su trova altrettanto 
spinto dalla sua intima natura ad accettare il mondo sia come illimitato che come 
limitato, etc. Occorre pero osservare che Cantor vedeva nel convergere di tendenze 
qualificabili, genericamente, come empirismo, criticismo e positivismo il costituirsi 
presso la cultura accademica del suo tempo di una attitudine filosofica estremamente 
scettica riguardo alle possibility umane di abbracciare concettualmente l’infinito e di 
fame quindi oggetto di studio matematico: proprio quando egli non solo riteneva di 
poter far cio, ma era convinto dello stesso scacco di posizioni finitiste, come quella di 
Kreneker, il cui metodo “era destinato a cadere proprio di fronte all’infinito attuale 
dei punti del continuo (spaziale e temporale)” , rispetto al quale le determinazioni 
concettuali esclusivamente riferite al sistema dei numeri naturali sono mese in scacco 
“dal momento che ho dimostrato che la potenza del continuo e superiore alia potenza 
del sistema degli interi finiti” 59 . Rispetto a questa ultima opinione cantoriana, si pud 
osservare che (per esprimersi nella maniera romantica cara a Cantor) un “abisso” tra 
numerabile e continuo esiste, ma mentre Cantor sperava con i metodi transfmiti, per 
cosi dire, di erigervi sopra un ponte, gli “eredi” di Kreneker dovevano invece 
approntare i mezzi critici che lo eliminavano, conferendo al “salto” un significato 
completamente diverso (cfr. Parte III). 

8- Assoluto, infinito concreto, transfinito. 


L’infinito attuale pud essere visto tanto in abstracto, cioe come mero concetto, 
quanto in concreto, presente nel mondo che ci circonda. Cantor distingue quattro 




posizioni dottrinali possibili 60 : a) il rifiuto di esso tanto in concreto che in astratto 
(posizione di Reneuvier e di “tutti i cosiddetti positivisti e loro parentado”); b) 
accettazione in concreto, rifiuto in astratto (e la posizione di Leibniz, di Locke e piu 
recentemente di Lotze); c) rifiuto in concreto, accettazione in astratto (per es. alcuni 
filosofi scolastici); d) infine 1’accettazione secondo tutti e due i punti di vista, “questo 
terreno che io ritengo funico giusto”. L’infmito gli si presenta sotto tre profili. In 
quanto e in Dio, o Assoluto (Absolution in Deo .. .sive natura naturante ); in quanto e 
in concreto (in natura naturata ); in quanto e oggetto mentale, per es. nella teoria 
matematica, come transfinitum . Anzi, findagine matematica si riferisce, in se, 
soltanto a quest’ultimo aspetto, mentre gli altri due spettano alia “teologia 
speculativa” rispettivamente alia metafisica. Nel non aver inteso questa triplice 
distinzione, si trovano le radici di incomprensioni filosofiche. Cosi il limite di 
Spinoza 61 , (come quello di Hegel nonche di certa teologia) e secondo Cantor quello di 
mescolare assoluto e transfinito, attribuendo a quest’ultimo il carattere proprio del 
primo, per cui rifugge da ogni possibile determinazione. Solo il primo, invece, e 
matematicamente determinabile: l’altro, in quanto “pluricizzabile” e passibile di 
determinazioni (dqxnpidpeva) tipicamente matematiche, tant’e vero che il matematico 
riscontra differenti potenze (quali quella numerale e quella del continuo), differenti 
numeri ordinali transfiniti, etc. 62 l’uomo - e qui Cantor e d’accordo con la tradizione 
teologico- filosofica - non e in grado di possedere una conoscenza adeguata 
dell’infinita assoluta; ma questo non significa: nessuna possibility di accostarsi 
all’infinite. Cantor polemizza con l’intrinseca fmitezza che Kant attribuisce 
all’intelletto umano 63 , nella convinzione che le limitazioni kantiane non siano 
necessarie. “Per confermare cio Cantor fa pure rivivere argomentazioni appartenenti 
alia teologi razionale che Kant ha completamente escluso dal ragionamento 
scientifico” 64 . In una lettera al cardinale Pranzolin 65 , egli, alia ricerca di una prova 
dell’esistenza dello Infinitum creatum, si appoggia sulla “necessity soggettiva per noi 
di concludere... dalla perfezione divina che Dio ha la possibility di creare non solo un 
Finitum ordinatum, ma pure un Transfinitum ordinatum’\ Quindi (sulla base del 
principio che ad adeguate cause, adeguati effetti) si conclude “ dalla divina 
onnipotenza e bonta”, in stile prettamente leibniziano, che un infinito e state 
realmente create. Ci si pud chiedere: queste speculazioni e il tentativo di accordarsi 
coi punti di vista del movimento neoscolastico sono “soltanto accessori filosofici di 
una refutazione essenzialmente matematica di Aristotele e di Kant?” 66 . Si faccia 
attenzione, innanzitutto, a quali esemplificazioni di infinity concrete Cantor fa 
riferimento: tali non si possono considerare gli insiemi numerici infmiti. Ma non pud 
il mondo considerarsi infinite a dispetto delle antinomie kantiane”. E’ questo appunto 
lo sbocco delle argomentazioni metafisiche di Cantor. Ma si consideri la cosa invece 
dal punto di vista della scienza odiema: vi sono oggi serie obiezioni contro 1’infinity 



del cosmo. La geometria euclidea annovera tra i suoi postulati l’infinita della retta 
che porta all’infinita dello spazio. Tuttavia oggi, dopo la svolta del sec. XIX, si 
osservi che quantunque questa geometria sia un sistema corrente, non ne segue che 
esso valga nella realta. “II tentativo - come osservava gia Hilbert 67 - di dimostrare 
l’infinita dello spazio attraverso la pura speculazione contiene grossi errori: Dal fatto 
che al di la di una parte dello spazio ce n’e sempre un’altra segue soltanto che lo 
spazio e illimitato, non che e infmito. Illimitatezza e fmitezza non sono incompatibili: 
attraverso la geometria ellittica la ricerca matematica fornisce il modello naturale di 
un universo finito”. Cantor ha in serbo un latro esempio di infmita reale: la totalita 
dei punti del continuo spaziale. Rifacendosi espressamente a Leibniz e a Boschovic, 
egli si proclama sostenitore della “rigida puntualita spaziale o mancanza di 
estensibilita degli ultimi elementi” 68 e il paso e breve alia considerazione “del 
complesso di tutte le monadi, le quali si possono rappresentare a forma di punti e che, 
quali parti costituenti contribuiscono al fenomeno della costituzione dei corpi 
naturali 69 . Si consideri anche questa esemplificazione alio status attuale delle 
conoscenza scientifiche: da quando si sono sufficientemente perfezionati i metodi di 
indagine della fisica della materia, si sono scoperti limiti di divisibility che paiono 
dipendere non da insufficiente di tali mezzi, ma dalla “natura delle cose”. Inoltre al di 
la della “materia” stessa, bastera accennare ai problemi relativi a una interprestazione 
corretta dei quanti di energia: L’idea monadistica, almeno nella sua pretesa di 
mostrare una concreta infinita, apparirebbe oggi alquanto “ingenua”. Tutto cio 
rappresenta invero uno scacco per la difesa cantoriana delLinfinito matematico? Si 
sarebbe porteti a rispondere affermativamente ma basta considerare alcuni passi di 
Cantor per convincersi del contrario. A Cantor sembra premere - (e questa e la 
ragione del riferimento al transfinitum creatum ) - nella prospettiva generale di una 
armonia delle scienze di tipo scolastico e di una conciliazione della ricerca scientifica 
con la verita religiosa - un accordo di fondo tra l’indagine matematica del transfmito 
e le proprie idee sul mondo fisico e organico (risalenti, come si e osservato, a una 
matrice leibniziana), ma non una fondazione di questa su quelle. Egli distingue infatti 
una realta “intrasoggettiva” e “immanente” dei concetti matematici da un altra realta 
“transoggettiva” o “transiente”: la prima realta indica in virtu di certe definizioni che 
“cosi hanno un posto ben definito nel nostro intelletto, sono ben distinti dalle alter 
componenti del nostro pensiero”, stando con queste “in determinati rapporti e 
modificando con cio stesso in modo determinate la sostanza del nostro spirito”: la 
seconda significa invece che “essi devono venire considerati come raffigurazione di 
eventi e relazioni presenti nel mondo estemo al nostro spirito” . “Non sussistono 
dubbi sul fatto che questi due tipi di realta siano sempre compresenti, nel senso che 
un concetto che ossa dirsi esistente possiede sempre realta transiente...”, tuttavia piu 
oltre Cantor nota che “la constatazione di queste relazioni appartiene, il piu delle 




volte, ai compiti piu faticosi e difficili della metafisica”; lo sviluppo matematico, 
quindi, pud, almeno in prima istanza, svilupparsi prescindendo da queste piu generali 
considerazioni (una volta che concettualmente si sia fatta tabula rasa dei “pregiudizi” 
che ne possono ostacolare il cammino), lasciando queste ultime “ai tempi in cui il 
naturale sviluppo di una delle altre scienze rivela il significato transiente del concetto 
in questione” . Cosi viene fondata l’autonomia della matematica, la quale risulta 
distinta dalle altre scienze, in quanto le e concesso di operare tenendo conto solo della 
realta immanente dei suoi atti e trascurandone la realta transiente. 

9- Insieme perfetti e “Discontinue di Cantor”. 

11 concetto di infmito nella teoria degli insiemi e dunque ben diverso da quello della 
Analisi e di altre branche della matematica. Prima d considerare il dispiegarsi della 
“scala dei numeri transfinita” nella doppia direttiva dei numeri cardinali e ordinali, 
riprenderemo in esame tentativi cantoriani di stabilire un nesso tra i processi 
transfiniti di derivazione del paragrafo 6 e la potenza del continuo: Due risultati 
occorre aver presente. Innanzi tutto che un insieme perfetto non puo essere 
numerabile. In secondo luogo che un insieme E il cui derivato E° e numerabile, e 
riducibile , cioe, dopo un processo transfmito di derivazione, esibisce un derivato 
nullo. Invece se E e di potenza maggiore al numerabile si prova “ - basandosi sul 
teorema di Bolzano-Weierstrass - che esistono punti comuni a tutti i derivati e che 
essi costituiscono un insieme perfetto; questa nozione appare di conseguenza al 
centra della questione (1883). E° viene decomposto, piu precisamente, in un insieme 
numerabile I e in un insieme perfetto, J (in simboli: E° = I + J). Senza fare ricorso 
alle ipotesi delle qualita delle potenze, si dimostra inoltre che ogni insieme perfetto 
ha la potenza del continuo. Cantor ha cosi trovato - ricordando che un insieme chiuso 
non differisce da suo derivato che per una infmita numerabile di punti - una classe di 
insiemi - quelli chiusi che sono numerabili o di potenza del continuo - che verifica 
l’ipotesi della dualita. In questa fase Cantor tende ad assimilare la nozione di insieme 
continuo a quella di insieme perfetto. E’ bene allora chiedersi che relazione 
intercorra, innanzitutto, tra la proprieta di “essere un insieme denso in se”, “essere un 
insieme perfetto” da una parte, e la proprieta di “essere un insieme denso”, proprieta 
che Dedekind nel 1872 aveva trovato comune al sistema dei razionali e a quello dei 
reali. Piu precisamente, un insieme E si dice denso in un intervallo (a,b) allorche 
ogni intervallo, per quanto piccolo, compreso in (a,b) contiene qualche punto di E . 
In tale ipotesi, e facile comprender che V insieme E°, derivato di E, contiene tutti 
punti del segmento (a,b). pertanto, se Einsieme E, denso in (a,b) e un insieme 
perfetto, esso deve contenere tutto il segmento (a,b). Non si deve pero credere che un 
insieme perfetto di punti presi dal segmento (a,b) debba necessariamente essere denso 



in (a,b) e quindi debba contenere necessariamente l’intero segmento (a,b). Si 
consideri l’intervallo chiuso (0,1) - che ha ovviamente la potenza del continuo - e, 
passo primo: si divida questo segmento unitario in tre parti eguali e si elimini la parte 
di mezzo (1/3, 2/3); secondo passo: dei terzi del segmento che restano no eliminati, 
cioe (0, 1/3) e (2/3, 1), si rifaccia per ognuno la divisione in tre parti uguali e si 
eliminino le parti di mezzo, rispettivamente (1/9, 2/9) e (7/9, 8/9); terzo passo: si 
eliminino quattro intervalli chiusi (1/27, 2/27) etc... Dopo lo n-esimo passo 
resteranno 2 n intervalli aperti non eliminati, ciascuno dei quali verra eliminata la 
terza parte di mezzo. Consideriamo ora l’insieme D i cui elementi sono: 1) gli 
estremi di tutti gli intervalli eliminati, cioe 1/3, 2/3, 1/9, ... compresi gli estremi del 
segmento unitario 0 e 1 e 2) tutti i punti di (1, 0) che non sono contenuti in nessun 
intervallo eliminato. I punti 2) possono essere descritti come gli elementi 
dell’intersezione di tutti gli insiemi D n dove D n contiene i punti che al paso n-esimo 
non appartengono a un intervallo contrassegnato. Si verifica agevolmente che D non 
e denso in alcun intervallo e che nondimeno D e denso in se steso, cioe e contenuto 
nel suo derivato D , che a sua volta D e contenuto in D, cioe che D e chiuso. 
Quindi D e perfetto (ed ha la potenza del continuo). Pure tale “discontinue di 
Cantor” (gia noto a Smith 1875) appare “poroso”, come se fosse “infinitamente 
bucherellato”. La proprieta espressa dal termine ’’perfetto” dunque non basta per 
caratterizzare la continuita della retta. Per ottenere il continuo lineare, e necessario 
che un insieme, oltre ad essere perfetto, sia anche denso. Questo segna, si badi, un 
distacco tra l’indagine geometrica sulla retta e le questioni i teoria degli insiemi 
riguardanti la potenza. La conclusione infatti non pud essere che questa: esistono egli 
insiemi di punti appartenenti alia retta R , i quali hanno la potenza del continuo, e, 
cio malgrado, non solo no contengono alcun segmento (a,b) della retta R, ma non 
sono densi in alcun tratto, arbitrariamente piccolo di tale retta. Lo stesso insieme dei 
numeri trascendentali ha la potenze dl continuo e pure non continue entro di se alcun 
segmento. Ma con l’insieme D si vede addirittura che esistono degli insiemi della 
potenza del continuo che non sono densi in alcun intervallo arbitrariamente piccolo. 
Ovviamente, oltre a quello di Cantor si possono costruire altri “discontinui” di 
“seconda potenza” 74 ed e interessante a questo proposito l’osservazione di Emile 
Borel che “dopo aver riflettuto su fatti di questo genere... si sara meno inclini a 
credere di sapere che cosa sia il continuo, ed a ragionare su di lui, come una nozione 
intuitiva perfettamente chiara” . Il divario tra quel che possiamo immaginare e quel 
che invece determiniamo matematicamente, cioe servendoci di mezzi puramente 
concettuali non e pero affatto di ostacolo per Cantor: i due ambiti sono 
completamente distinti: Nelle ricerche sul continuo, la convinzione dell’esistenza 
delle due uniche potenze infinite (rappresentabili sulla retta), anche tra crisi di 
sconforto, non viene mai man, pur nel riconoscimento della estrema difficolta 76 di 



trovare una dimostrazione di HM. Si tratta di generalizzare agli insieme di punti quel 
che si e gia dimostrato per gli insiemi chiusi. I risultati relativi agli insiemi perfetti (in 
particolare al discontinuo D) hanno poi una portata piu generale: costituiscono una 
vera e propria svolta del problema del continuo: l’aspetto puramente insiemistico 
della questione, che bene si coglie nel concetto di potenza, balza in primo piano 
rispetto a quello geometrico-topologico; Cantor punta ormai a chiarire 
completamente le relazioni intercorrenti tra le due potenze transfmite e a porre 
ulteriori determinazioni - magari servendosi del nuovo strumento degli ordinali 
transfiniti - della potenza del continuo, questa “idea” di cui il continuo della retta 
geometrica, “monadisticamente” inteso (e cioe per punti) non rappresenta dal punto 
di vista puramente aritmetico-insiemistico, che una particolare “immagine” (tanto per 
restare nella terminologia platonicheggiante cara a Cantor). 

10- Concetto di insieme. Alcune caratteristiche del realismo cantoriano. 

Questa volta nell’impostazione del problema del continuo va inquadrata in una svolta 
piu ampia, alia quale spingono ragioni sia matematiche che filosofiche. Man mano 
infatti dagli insiemi di punti Cantor e portato a considerare, gia per es. nell’analisi del 
concetto di dimensione insiemi di altre “entita”, come rette e curva, piani, figure 
spaziali, etc. D’altro canto e la vastita stessa della battaglia intrapresa nel nome 
dell’infinito attuale che lo spinge a considerare come insiemi gli aggregati delle cose 
piu disparate. Si perviene cosi alia fase piu matura della speculazione cantoriana, 
quella appunto della teoria astratta degli insiemi (che ha a sua presentazione negli 
articoli del 1895 e 1897). All’inizio del Beitrage , troviamo infatti: “Per insieme 
(Menge) dobbiamo intendere un aggregate in un tutto M di oggetti m defmiti e 
distinti della nostra intuizione o del nostro pensiero. Gli oggetti sono chiamati 
elementi di M (relazione di appartenenza a € M) . difficilmente il matematico 
attuale potrebbe considerare questo riferimento al processo mentale che riunisce 
oggetti individuali in una nuova unita come una definizione vera e propria. Egli lo 
considera piuttosto, a prima vista, solo una parafrasi per “insieme”, e difficilmente 
poi il riferimento all’intuizione o al pensiero sembra oggi accettato come parte di una 
definizione matematica. Due aspetti significativi si colgono pero nell’enunciazione 
cantoriana: a) la richiesta che gli elementi risultino distinti tra loro; b) che siano 
definiti . L’aspetto b) e complesso piu di quanto non appaia: dire che gli elementi 
siano ben definiti, determinati, etc., significa richiedere che si sappia indicare, dato un 
elemento a se esso appartiene o no all’insieme M. Due posizioni sono qui possibili: 
considerare questa determinatezza, per cosi dire, come qualcosa di “intrinseco” agli 
ipotetici “insieme M” e “oggetto a”, prescindendo da una reale decidibilita 
dell’enunciate “a appartiene a M” in relazione a metodi - di oggi e di domani - 




fomitici dalla esperienza dalla scienza. Oppure, pur in varie sfumature, la posizione 
di chi ammette tale determinazione intrinseca. Cantor imbocca la prima strada: il suo 
stesso concetto di insieme appare cosi legato essenzialmente al principio aristotelico 
del terzo escluso, all’applicazione del quale e aperto tutto il dominio transfmito. Si 
accennera in seguito alle difficolta piu propriamente logiche che derivano dal 
concetto cantoriano di insieme (le antinomie); per ora basta accennare che l’attitudine 
cantoriana pud suscitare dubbi anche su un piano epistemologico e filosofico 
generale. Tutto resta owiamente, chiaro nell’ambito del finito, ma appena si possa a 
considerare insiemi infiniti sorgono varie perplessita: “Supponiamo...appunto di 
voler considerare un segmento come “insieme degli infiniti punti che lo 
costituiscono”; soddisfa esso dawero, da un punto di vista intuitivo, alle due 
condizioni di Cantor? Esiste forse un criterio generale che ci permetta di decidere con 
sicurezza se due punti, per quanto vicini tra loro, risultino o non distinti?... Ma vi e di 
piu. Possiamo considerare i punti del segmento come qualcosa di dato, come oggetti 
consistenti che sia lecito riunire in un insieme? La risposta non e facile allorche si 
parta dalla definizione... di Cantor. Questa definizione lascia pure in un’ambigua 
oscurita se gli elementi delTinsieme debbano essere “Objecte unserer Anschaung” 
oppure “Objecte unserere Denkens” . Dal punto di vista psicologico la definizione in 
questione pud sembrare una caratterizzazione abbastanza chiara, dal momento che 
rinvia il concetto di insieme a dati ben conosciuti della esperienza usuale, cioe alia 
percezione di oggetti esistenti. Ma tutto cio vale solo nel finito, mentre Cantor 
compie un’estensione alia sfera delTinfinito attuale. Le questioni di “esistenza” 
diventano cosi cruciali: il riunire in un tutto a cui Cantor si riferisce non e tanto infatti 
una operazione psicologica che connette insieme oggetti della stesa specie, quanto - 
almeno nelle intenzioni - u “atto logico” che fomisce una base per ottenere forme di 
unita piu alte, che possono a loro volta costituire una base per un ulteriore 
ampliamento, e cosi via. Cosi - osserva in altra sede Cantor - 2un insieme di cose 
distinte pud essere considerato come una unita in se, di cui essi sono... gli elementi 
costituitivi: qualcosa come la iSsa di Platone o il piKiov del “Lilebo”. Questa unita 
pud diventare poi soggetto di ulteriore predicazione, pud cioe godere di attribuzioni, 
essere elemento di molteplicita, etc.. Si ha, detto in breve, “l’attribuzione 

OA 

all’universale dei caratteri della sostanza ” : proprio in virtu di cio Cantor e coloro 
che hanno, piu o meno, accettato il suo punto di vista, si possono considerare (fatte le 
debite differenze con i tradizionali punti di vista generali intomo alia natura delle 
entita astratte) dei reales, ai quali non sono mancati degli oppositori nominales. Si 
fonde con questo “realismo” cantoriano Taltra componente, anch’essa prettamente 
platonistica, la “assolutezza” della teoria degli insiemi, “nel senso che questi ultimi e 
le loro propriety sono indipendenti da ogni possibility linguistico-teoretica di 
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caratterizzarli” . Cosi il dimostrare teoremi a proposito di insiemi (e piu in generale 



di ogni struttura matematica) significa per Cantor “far emergere alia luce del giomo” 
relazioni e proprieta che fmo a quel momento giacevano ignorate, tra le verita quae 
nunc latent . Ma la questione se alcuni insiemi “esistono” oppure no e invece una 
questione aperta neiratteggiamento attuale che rinuncia ad una defmizione del 
concetto generale di insieme e che si trova a scegliere tra strade diverse, come per 
esempio l’imporre delle restrizioni al concetto di insieme, con (eventualmente) un piu 
o meno sensibile riduzione del patrimonio della matematica “classica” (analisi, 
geometria, teoria degli insiemi, etc.); oppure l’adattare una riforma della logica 
partendo dall’analisi dell’esperienza matematica; oppure, ancora, il ricorso al metodo 
assiomatico, che pud rappresentare anche qui, come in altri rami della matematica, 
un’alternativa alle defmizioni dirette, etc. 

11- Concetto di numero ordinale. 

La differenza caratteristica che distingue dall’Assoluto il Transfinito e che 
quest’ultimo e, come si e visto, soggetto a determinazione matematica, 
“pluricizzabile”. Occorre estendere la nozione di numero dell’infinito. Senza tale 
passo “non si va molto lontani nella teoria degli insiemi; e capita lo stesso, sembra, in 
quegli ambiti che da tale teoria dipendono o hanno con essa il contatto piu stretto, 
come per es. la teoria modema delle funzioni da una parte, la logica e la teoria della 
conoscenza” Il 7ipd)TOY\|/sb5o<; contro il numero infmito consiste neH’attribuire ad 
esso delle proprieta tipiche dei numeri finiti e nell’esigere contemporaneamente che 
tali proprieta continuino a sussistere. La “pietra dello scandalo”, il fatto che la 
distinzione fra il tutto e le sue parti sembra venire annullata, viene eliminata 
distinguendo nel concetto (Begriff), quella che e la sua “realta”, (cioe l’estensione dl 
concetto), dalla sua “grandezza” o “numero” si pensi, ad esempio, alia “potenza”). Il 
totum parte maius si riferisce solo alia prima determinazione concettuale, non alia 
seconda: l’insieme dei naturali ha cosi, piu realta deU’insieme dei quadrati perfetti, 
ma la stessa potenza. Realta e grandezza coincidono dunque solo nel finito, mentre si 
separano nell’ infinito . Si osservi che si e, nella considerazione dell’infinto, 
veramente di fronte ad una svolta; per la teoria degli insiemi non vi e differenza di 
principio nella trattazione degli insiemi infmiti o finiti. Quest’ultimo appare per altro 
come il piu semplice e il piu generale fra i due: si ha, se si vuole, il prevalere del 
punto di vista di Decartes N - in cui non solo si afferma il numero infinito, ma si 
sostiene la priorita della nozione di infinito rispetto a quella di finito - su quella di 
Leibniz il quale, pur riconoscendo in concreto l’infinito attuale, non dava credito a 
numeri infmiti, nella convinzione che “il numero e f insieme di tutti i numeri x 
comporta una contraddizione se pensato come una totalita chiusa in se”. Il fatto che 
un insieme infinito possa essere infine messo in corrispondenza biunivoca con una 



sua parte propria - fatto analizzato sia da Bolzano che da Cantor - e addirittura 
elevato da Dedekind a definizione dell’infinito stesso, sulla quale si deve poi fondare 
una rigorosa determinazione anche del finito . 11 concetto cantoriano di numero 
cardinale (Kardinalsahl) non e altro che quello di potenza: per esso si intende “il 
concetto generale che, grazie alia nostra attiva facolta di pensare, sorge dall’insieme 
M quanto noi facciamo astrazione della natura dei suoi vari oggetti m e dell’ordine 
in cui essi sono dati” . Questo concetto e, per Cantor, un universale ( unum versus 
alial) dato che naturam unam aptum inesse multis 90 , cioe se ne sottolinea il carattere 
organico ( numerus est unitatum collectio ) richiamandosi a Platone (il numero come 
idea) e a Leibniz (il numero come unita, jiovok; e come Totalitas) 91 , in funzione, tra 
1’altro, antikantiana, che i numeri cardinali hanno un carattere in se conchiuso (si 
arriva al numero mediante “un atto astrattivo che fa uno di piu uni”) e non si fa 
dipendere il concetto di numero dl concetto di tempo : di qui anche la critica alle 
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posizioni di Helmholtz e di Kreneker . 

12- Aritmetica cardinale e ipotesi lineare del continuo (H). 


Ma in che senso i numeri cardinali (owero le potenze) si possono dire effettivamente 
numeri? Si indichi la relazione (di equivalenza) 

fra due insiemi A e B “avere lo stesso numero cardinale” essere owero equipotenti 
con A ~ B e si denoti con 

A =fl , B = "b, il fatto che l’insieme A, rispettivamente B, hanno potenza fl , 
rispettivamente "b . Si ricordi la nota operazione insiemistica di riunione u che 
associa, ad A e B, l’insieme U di tutti gli elementi che appartengono ad A owero 
a B. Posto A ~ A 1 , B ~ B 1 con A 1 e B 1 disgiunti (cioe senza alcun elemento 
comune), si ponga U 1 = A 1 u B 1 e si definisca l’addizione tra potenze come: fl + "b 

— A + B — A 1 + B 1 = U 1 . Quanto alia moltiplicazione, Cantor ricorre 
alkoperazione insiemistica ® o prodotto cartesiano, che, da A e B, costituisce 
Pinsieme delle coppie ordinate (a,b) dove aeA e b £ B e si pone A ."b = 

A®B. Si verifica agevolmente che per l’addizione e la moltiplicazione cosi 
introdotte valgono le usuale proprieta commutativa, associativa, distributiva della 
addizione e della moltiplicazione, etc. ed in particolare che, nel dominio degli insiemi 
finiti, tali operazioni coincidono con quelle omonime sui numeri naturali 94 . Si tenta 
poi un ordinamento di cardinali secondo grandezza: a priori, dati due insiemi A e B 
si danno quattro casi; 1) A e equipotente a un sottoinsieme di B e B e equipotente 
ad un sottoinsieme di A; 2) A e equipotente a un sottoinsieme di B ma non esiste 
alcun sottoinsieme di B che sia e equipotente ad A; 3) B e equipotente ad un 




sottoinsieme di A e non esiste alcun sottoinsieme di A che sia equipotente a B; 4) 
A non e equipotente ad alcun sottoinsieme di B ne B e equipotente ad alcun 
sottoinsieme di A. Questi quattro casi formano una disgiunzione completa: si 
dimostra che il caso 1) implica a = B 95 ; nel caso 2) si defmisce A Z B; nel caso 3) 
A)B ; resta pero il caso 4): nulla, per ora, assicura che A e B siano comparabili 
rispetto alia loro potenza. 

Dei cardinali transfmiti il pm piccolo e rappresentato dalla potenza delE insieme N 
dei numeri naturali e si individua la potenza del continuo C superiore a quella del 
numerabile, il che prova che esistono insiemi infmiti che non sono equipotenti tra di 
loro 96 . Gia Galileo aveva riconosciuto che a suo vedere “par che non si possa dire... 
un infinito essere maggiore di un altro infinito” e, anche per che accettava il numero 
infinito, questo e stato per lo pm il punto di vista prevalente. Ma con le sue 
definizioni di relazioni e di uguaglianza e di minoranza e maggioranza, nonche con 
Eesibizione di potenze differenti, Cantor si lascia alle spalle anche questa restrizione. 

Si ponga c = £ e N =tf. Si ha allora £ > Ko . Si defmisca ora Eoperazione di 
esponenziazione dei numeri cardinali, per cui valgono alcune delle note proprieta: il 
metodo originale di Cantor consiste nel passare attraverso il “Belegungsmenge” o 
insieme-rappresentazione . Dato un insieme A ( a = a) e un insieme vuoto B (B = b) 
si considera la funzione univoca a = f (b) dove l’argomento b varia in B e il 
valore a appartiene ad A : tale funzione e detta rappresentazione di B in A e con 

I (A,B) si denota Einsieme di tutte queste rappresentazioni. Si pone allora che I(A,B) 
= a b . 

II ricorso all’insieme-rappresentazione permette a Cantor di generare il continuo del 
numerabile. Si vede infatti che i numeri reali, sviluppati in decimali illimitati, 
costituiscono 1’insieme-rappresentazione I ({ 0,1,2, ..., 9 } N) cioe dell’insieme dei 
numeri naturali N nelE insieme delle usuali 10 cifre. Da cui, ricordando popi che la 
scelta del numero n come base del sistema posizionale non e necessariamente 
ristretta a 10, ma che si pud assumere qualunque base n e N per n > 2 , si ottiene 

facilmente c — £ = 2 N0 = 10 N0 = n N0 , per n > 2 (ed owiamente 2 N0 > K). E’ 
possibile poi una ulteriore caratterizzazione della potenza del continuo attraverso il 
cosiddetto insieme potenza P(A) di un insieme dato A (a = a). Qui si rivela 
centrale il concetto di parte costituente o sottoinsieme (untermenge) A 1 di un insieme 
A (in simboli A 1 A : per ogni a e A 1 si ha a e A ). P(A) non e altro che 
Einsieme di tutti i sottoinsiemi di A 1 di A, compresi pure lo stesso A e 1’insieme 
nullo e vuoto 0 che e considerato sottoinsieme di un insieme. P(A) e equipotente 
all’insieme-rappresentazione I (0,1 , A), cioe di un insieme di due elementi in A 
(intuitivamente: consideriamo un sottoinsieme qualsiasi A 1 di A e consideriamo per 
ogni a g A la funzione f(a) = 0 (owero “no”) se a g A 1 , f(a) = 1 (owero “si”) se 
a g A 1 ; da cui P(A) = 2 a . In particolare si identifica facilmente Einsieme dei numeri 
reali con Einsieme potenza dei numeri naturali (il che appare chiaro intuitivamente, 
considerando un qualunque sviluppo, di base n (per es. lOn) dei numeri reali, e 



dunque si ottiene: c = P(N) = 2 N0 e quindi P(N))N ■ Alcuni risultati 
dell’aritmetica cardinale appaiono poi interessanti e in essi ritroviamo 
generalizzazioni di certi teoremi a cui si e fatto cenno nelle pagine precedenti: 

Ho + n = Ko Ho + Ho = Ho n. Ho = Ho Ho ■ H = Ko 

£ + n = £ £ + tfo=£ n. £ = £ Ko- £ = £ 

In particolare il celebre risultato sui continui pluridimensionali (paragrafo 4) e 
ottenuto qui in semplici passaggi: £ ■ £ = 2 N0 . 2 N0 = 2 n0+n0 = 2 N0 = £ e 
ovviamente £ n = £. 

HM in questo contesto viene cosi riformulata: non esiste alcun cardinale a tale che: 

H < £[< 2 N o 

(H) 

In questa nuova formulazione l’ipotesi H e detta ipotesi lineare del continuo e bene 
si coglie: 1) l’aspetto pm propriamente aritmetico della questione; 2) il fatto che 
Fipotesi sussiste prescindendo dal fatto che ci si debba arrestare o no alia potenza del 
continuo. 

13- Insieme potenza e ipotesi generalizzata del continuo (GH). 


Tale arresto non e affatto necessario nel momento in cui la edificazione della teoria 
dei cardinali si svincola dalla limitazione ai soli insiemi di punti. Si consideri 
Fesponenziazione di Ko : si ha Ko n = Ko , ma si vede agevolmente che H H 0 = £ . 

Ora si consideri la esponenziazione di £ : con £ N 0 non si esce dalla potenza del 

continuo, infatti: £ N 0 = ( 2 N o) = 2 N o' N o = 2 N o = G (ovverosia anche il continuo N 0 

dimensionale ha la potenza del continuo). Si consideri allora £ c e in particolare le 
relazioni: £ £ = (2*° ) c = 2*°' £ - 2 £ . 

Analogamente alia relazione P(N ) > , si dara anche la relazione p(C) > C ? La 

risposta e affermativa. Cantor vi arriva attraverso la considerazione (gia nel 1890) 
dell’insieme F di tutte le funzioni di variabile reale, che risulta 98 tale che F > C . Si 

determina poi F = 2 £ , ovvero F~ P(C). Il passaggio da a £ si puo 
sostanzialmente vedere come passaggio da N a P(N), quello da £ alia nuova 
potenza K = f come passaggio da P(N) a (P (N) come le relazioni £ = 2 W ° K = 


98 



NO 

2 2 suggeriscono immediatamente. Questa “scalata” mediante l’operazione del 
passaggio all’insieme potenza pud essere reiterata indefmitivamente? Piu in generale: 
si puo estendere a un qualunque insieme A, il fatto che p(A ) > A ! La risposta e 
positiva e costituisce uno dei piu celebri teoremi di Cantor che ne aveva gia dato una 
prima dimostrazione nel 1883: (si presentera uno schizzo di dimostrazione in P. Ill, 
basandosi essenzialmente sopra la dimostrazione cantoriana del 1892). Cosi la 
relazione di “essere parte di” - nella particolare “traduzione” matematica che e la 
relazione di “inclusione” - assume una importanza notevole dato che fomisce, per 
cosi dire, il mezzo (Loperazione del passaggio all’insieme potenza) per ottenere 
cardinality sempre piu alte: l’ipotesi cantoriana del continuo viene generalizzata, in 
stretta connessione con la reiterazione illimitata del passaggio all’insieme potenza. Se 
fl eun numero cardinale finito e maggiore di 1,2^ non e - pur essendo maggiore di 
fl - il suo successivo. Si ha invece nel transfmito, l’ipotesi generalizzata del continuo 
(GH) che qui e cosi enunciata: dato che un numero cardinale qualunque fl > K () non 
esiste alcun numero cardinale E tale che fl < E < 2 fl . In particolare con fl = N 0 , si 
riottiene da GH la ipotesi lineare H. 

14- Tipi d’ordine e numeri cardinali (concetti fondamentali). 

Tuttavia H e GH acquistano un senso soprattutto se si tiene presente un’altra via di 
penetrazione all’infinito, quella costituita dagli ordinali transfmiti. Si considerano i 
“processi di derivazione” del paragrafo 6: come gia i numeri cardinali si ottengono 
facendo astrazione dalla natura degli oggetti numerati e dal loro ordine, cosi si 
possono defmire e studiare in se stessi i “simboli transfmiti” che servono a scandire 
l’ordine di quegli “oggetti matematici” che sono i derivati E°, E 00 , ..., E co etc. Nella 
definizione di numero cardinale di un insieme si fa doppia astrazione sulf insieme in 
questione, ella della natura e quella dell’ordine degli elementi. In questo nuovo 
ordine di idee, si fara invece una sola astrazione, quella della natura degli elementi. Il 
concetto che risulta da questo nuovo atto logico e detto da Cantor tipo di ordine 
(Ordnungstypus). Piu precisamente: un insieme M , come e noto, si dice (totalmente 
ordinato), allorche, presi due qualunque elementi di M, risulta sempre che uno dei 
due precede ( < ) l’altro. Un insieme ordinato si dice poi bene ordinato allorche ogni 
suo sottoinsieme non vuoto ha un primo elemento. Si considerino gli insiemi 


numerici, eventualmente visualizzati sulla retta R : A = a denota che Einsieme A 
ha il tipo di ordine a . Ad esempio si considerino gli insiemi N (numeri naturali), Z 
(numeri interi relativi), Q (numeri razionali) ordinati secondo grandezza e si ponga 
N = co,Z =%,Q =77 : tutti e tre questi insiemi hanno la medesima cardinality, si ha oe 

co = I” = fi = N 0 • a significa cardinality di a per a ordinale oppure come tipi di 
ordine sono nettamente diversi: dei tre, co infatti e 1’unico tipo di insieme bene 
ordinato; £ ed r\ non hanno ne primo ne ultimo elemento; co ed g infine sono 



discreti, mentre rj e denso. II concetto di tipo di ordine e dunque piu raffinato di 
quello di numero cardinale. In questo contesto trova una risistemazione quanto si e 
detto nella Parte I rispetto alia caratterizzazione degli insiemi numerici disposti 
secondo grandezza sulla retta R , in particolare rispetto al continuo (lineare) C . 
Quest’ultimo ha un tipo d’ordine 0 caratterizzato da : 1) nessuna partizione in C e 
un salto; 2) C ha sottoinsieme numerabile Q 1 che e denso in C ; 3) C e aperto, non 
ha cioe ne primo ne ultimo elemento - oppure, piu brevemente sara caratterizzato 
dall’essere perfetto e denso (la prima caratterizzazione cioe e una trascrizione in 
questa terminologia del concetto dedekindiano, l’altra del concetto cantoriano di 
continuity). Si ricordi ora che si dicono simili due insiemi A e B ordinati (A^B) tali 
che non solo esiste una corrispondenza biunivoca dell’uno sull’altro, ma tale 
corrispondenza conserva V ordine: in questo caso i rispettivi 
tipi d’ordine a e (3 risultano eguali. La relazione di similitudine e, come quella di 
equipotenza, una relazione di equivalenza. Cantor tende a considerare sia i cardinali 
che i tipi d’ordine come idee platoniche, con cui i particolari insiemi che hanno quel 
dato cardinale, quel tipo di ordine, hanno una relazione molto simile a quella delle 
“copie” come idee. Russell ha infine interpretato il numero cardinale e il tipo di 
ordine di un insieme M come “classe ( class , qui nello stesso senso intuitivo di 
insieme) di classi”, che siano tutte equipotenti, rispettivamente simili a M 100 . Si 
comprende facilmente quale e la via seguita per defmire a somma di due tipi d’ordine 
a + (3. Si prendano due insiemi ordinati A e B, tali A = a , B = (3; poi si riuniscono i 
due insiemi in un unico insieme J, ove si intende che elementi di A e B conservino il 
loro ordinamento e che ogni elemento di A preceda ogni elemento di B. Si mostra 
che J e ordinato e si pone J = A + B = a + [3 (in particolare se A e B sono bene 
ordinati, anche J e bene ordinato). Parimenti si defmisce una operazione di 
moltiplicazione, etc. 101 Tuttavia Cantor non considera i tipi di ordine come veri e 
propri numeri, tali sono soltanto i tipi di ordine di insiemi bene ordinati. Questi, che 
riassorbono nel finito i numeri naturali sono detti numeri ordinali (Anzahlen) e 
verranno visti (per esempio, da Zermelo) come mezzo fondamentale della riduzione 
deH’aritmetica (e in generale di gran parte della matematica) alia teoria degli insiemi: 
Per essi valgono interessanti propriety. Ha qualche interesse, ad esempio, il concetto 
di sezione (Abschnitt); dato un insieme ordinato (in particolare: ben ordinato) M e 
preso un elemento qualunque p di M , si dice sezione di p - S(p) - il sottoinsieme 
di M formato da tutti gli elementi che precedono p . Si dimostra che dati due 
insiemi bene ordinati, W e W 1 , si verifica sempre uno e uno solo dei tre seguenti 
casi: 1) W e simile W 1 a (donde tP = tP ); 2) W e simile a una sezione di W 1 
(donde tP<W ); 3) W 1 e simile a una sezione di W (donde W >W l ). Il problema 
della confrontabilita - che rimaneva aperto per i numeri cardinali - e invece cosi 
risolto per numeri ordinali. Estremamente interessante risulta il teorema secondo il 
quale dato un numero ordinale y qualunque, l’insieme di tutti i numeri ordinali 
minori di y , disposti in ordine di grandezza, costituisce un insieme bene ordinato 
che ha come numero ordinale proprio y. Questo permette - per dirlo intuitivamente - 
di vedere “incasellati” l’uno nell’altro gli ordinali, nel senso cioe che, dati due 



ordinali qualunque a e (3, se e a ^ (3 si ha o a e (3 opp. (3 e a (assume quindi una 
particolare rilevanza la relazione di appartenenza e nella fondazione di questo 
concetto; si abbia del resto presente la presentazione degli ordinali in una teoria 
assiomatica, come insiemi “bene ordinati dalla relazione e e transitivi” - cfr. Parte 
IV). L’addizione e la moltiplicazione tra cardinali sono le stesse che tra tipi d’ordine. 
Alcune proprieta dell’addizione e della moltiplicazione, come le leggi di monotonia e 
quelle di cancellazione, valgono per gli ordinali. Tuttavia altre proprieta dei naturali 
cadono, in generale, per gli ordinali transfiniti. Sia co che co+1 sono per esempio 
ordinali ed e: 1+co = co ^ co+1 (basti pensare che ha co primo e non ultimo elemento, 
co+1 ha primo e ultimo elemento). Non vale cosi per esempio, la proprieta 
commutativa della addizione. Questo fatto permette di cogliere bene la estrema 
“novita” di tali numeri, che Cantor ha sempre enfaticamente sottolineato, superando 
cosi u atteggiamento strettamente hankeliano, e mettendo in luce V estrema 
particolarita delle leggi formali che valgono nel dominio del finito, rispetto a quelle 
che valgono nel dominio del transfinito. Si consideri poi sempre l’esempio di cui 
sopra: e owiamente co = co +1 = . Due insiemi ben ordinati, che abbiano lo stesso 
cardinale, non hanno necessariamente lo steso ordinale. Questa biforcazione tra il 
concetto di ordinale e quello di cardinale non awiene, owiamente, nel finito, dove 
essi coincidono 102 ; ma solo nel transfinito: la scala del transfinito e duplice. 11 numero 
ordinale appariva cosi a Cantor il punto su cui si imperniava tutta la teoria: questo 
concetto, che in embrione si coglie gia fin nei lavori sulla serie trigonometriche, e 
veramente la chiave per intendere il transfinito; esso riunisce in se determinazioni 
“quantitative” e “qualitative”, armonica giunzione - per dirlo con il linguaggio 
scolastico - “di materia e di forma, costituendo cosi un “organismo” piu articolato del 
numero cardinale. Occorre qui ricordare alcuni fatti: per ogni ordinale a vale a + (3 
> a (purche (3^0 dove 0 denota l’ordine nullo). In particolare per (3=1, l’ordinale 
cosi ottenuto da a e detto successivo e si dimostra agevolmente che non c’e alcun 
ordinale y tra aea+1; co che corrisponde all’insieme dei numeri naturali, 
costituisce il minimo ordinale transfinito. Gli ordinali (non nulli) sono di due specie: 
1) gli ordinali isolati che sono successivi di un altro ordinale; 2) gli ordinali detti 
ordinali limite che non sono successivi di alcun altro ordinale, come per es. co stesso. 
Cantor ha particolarmente insistito su una effettiva analogia tra il concetto di limite 
in Analisi e quello di ordinale limite. Mentre da una parte egli teneva a distinguere gli 
ordinali cosi come li aveva introdotti dalla interpretazione “ordinale” dei numeri fatta 
da Kreneker (numerus ordinarius di contro a nota ordinale ) 104 neH’ambito del proprio 
finitismo, presentava dall’altro gli ordinali come “nuove irrazionalita” contro le quali 
si potevano opporre, al piu, le stese riserve che si possono opporre contro gli 
irrazionali dell’ Analisi. Cosi Cantor, indirettamente, metteva in luce tra l’altro come 
conseguentemente il finitismo krenekeriano dovesse assumere un atteggiamento 
critico, una volta respinti gli ordinali transfiniti, anche nei confronti della stesa teoria 
degli irrazionali, e quindi, sostanzialmente dei fondamenti stessi della Analisi, intesi 
alia maniera di Weierstrass. 


15- Classi di numeri e alef. 



Per i numeri naturali vale, come e noto, il principio di induzione completa (cioe se 0 
gode di una proprieta P, e se ogni volta che un numero naturale n gode di P, anche 
il successivo n + 1 gode di P, allora ogni numero naturale gode della proprieta 
considerata). Agli ordinali transfiniti, data fesistenza di ordinali limite come co , etc. 
il principio non puo essere esteso e si avverte l’esigenza di un principio piu generale, 
valido per tutti gli ordinali e assai somigliante al principio di induzione completa. 
Esso e noto come induzione transfinita . Si supponga che M sia un insieme ordinato, 
fornito di primo elemento M = a,b,c ... K, e si consideri una qualunque 

proprieta P avente senso per gli elementi a,b,c, ... deH’insieme predetto. Affermare 
che M soddisfa al principio di induzione transfinita (il che si denota brevemente con 
la espressione “ M gode della proprieta T”): significa affermare che “se sono 
soddisfatte le condizioni: 1) a gode di P; 2) se per tutti i K < n , il fatto che P valga 
per tali K implica che P valga pure per n : allora la proprieta P valga per ogni 
elemento di M n . Si dimostra i particolare che condizione necessaria e sufficiente 
perche un insieme ordinato W sia bene ordinato e che esso goda della proprieta T. 
Appare naturale, per i numeri ordinali, dimostrare teoremi per induzione transfinita. 

Si osservi pero che per legittimare le definizioni per induzione transfinita e necessario 
un altro teorema - detto di ricursione - di cui Cantor si serviva solo a livello intuitivo. 

Introduciamo ora l’operazione di elevamento a potenza per ordinali: O a = p (a) con 

O > 1. Si ha allora per induzione transfinita : a) p(0) O 0 = 1; b) p(a ) = p (a - 1). 

a = 

O a ' 1- Oseae isolato; c) p(a) = lim p ((3) = lim (J p per numeri limite a = lim.(3 

P<a P<a 

In aggiunta si pone infine l a = 1 , 0 a = 0 per a ^ 0. In c) (3 < a significa che varia su 
W(a) (W (a) denota V insieme bene ordinato di tutti gli ordinai minori di a ed e 
cioe, come gia osservato w(a) = a ). In generale le potenze tra numeri ordinali 
possono venire interpretate “cardinalmente”. Si mostra per esempio che e: 2w = w = 
K 0 < C mentre e owiamente 2 vv = C e parimenti e pure: 

S ' 0 ~ 

u = = C mentre ^ . S 0 

Questa circostanza e significativa: mentre con l’esponenziazione per cardinali si 
saliva a cardinality sempre piu alte, questo non avviene per gli ordinali. Si mostra 

invece che se a = [5 = N 0 ahora e pure <*? =■ . Gli ordinali numerabili sono 

dunque estremamente complicati: V ordinale co“ rappresenta 1’insieme bene ordinato 
dei polinomi a coefficienti interi ordinati in maniera lessicografica. Ma gia V ordinale 








. co n volte 

£ 0 = lim“ e ben difficilmente visualizzabile in maniera diretta, ed esso 

pure e 

n<co 


numerabile, etc. In particolare si vede qui che gli ordinali dei processi di 
determinazione del paragrafo 6 sono sempre numerabili. I numeri ordinali che si sono 
finora considerati sono stati o numeri ordinali finiti coincidenti con lo 0 e i naturali, 
oppure sono stati generati, mediante applicazione di addizione , moltiplicazione, 
esponenziazione, passaggio al limite a partire dagli orinali finiti e dal primo dei 
transfiniti co. Essi vengono, da Cantor, divisi in due classi , a seconda appunto che essi 
siano finiti o numerabili. L’insieme di tutti gli ordinali che hanno una data cardinality 
fl e vengono ordinati per grandezza, e da lui detto classe dei numeri di cardinality fl 
(Zahlenklasse donde la notazione Z (fl)). II minimo ordinale di Z (fl) e detto 
numero iniziale di fl (o di Z(fl)). Si vede immediatamente che nel caso che sia 
transfinito, il numero iniziale e un numero limite. Per i cardinali finiti il concetto di 
classe e banale, dal moment che nel finito cardinali e ordinali coincidono e c’e un 
ordinale unico che corrisponde a un dato cardinale. Le due “scale” nelfinfinito pero 
divergono: la mediazione e trovata appunto con il concetto di classe di numeri. 

Cantor riunisce in una classe tutti gli ordinali di potenza finita (tale classe - che 
coincide owiamente con l’insieme N dei numeri naturali e da lui chiamata prima 
classe (qui verra denotata con Z 0 ) - ha owiamente la potenza del numerabile). La 
seconda classe e quella di tutti gli ordinali numerabili Z (n 0 ) (e qui verra denominata 
con Zi) e il suo numero iniziale e co , in questo contesto scritto co 0 . Indichiamo con 

coi 1’ordinale che corrisponde a Zi : si dimostra che wi=Zj e w i >w 0 • Si e 
trovato co si un ordinale che non e ordinale numerabile. Si considerino ora tutti gli 
ordinali che hanno una potenza eguale a w i . Essi costituiscono una nuova classe, 

Z 2 . Essa ha una potenza: Z i = w i > w 2 .11 procedimento pud essere iterato 
indefinitivamente: si dimostra infatti che, dato un qualunque numero ordinale y , 
esiste, nella serie delle classi ora definite, una classe indicata con Z y . Conveniamo 
allora di porre: 

Zo = No , Z i=Ki , , Zy=H y , , etc. Si dimostra che ogni numero ordinale di 

Z 0 ha potenza finita, ogni numero ordinale di Zi ha potenza K 0 , ogni numero 
ordinale della classe Z 2 ha potenza Ni , etc. generalizzando, per ogni ordinale y , 
ogni numero ordinale della classe Z y+ i avra potenza N y . Si e cosi creata una “scala” 
di potenze transfinite partendo dal concetto di ordinale. Questi “alef ’ sono tanti 
quanti i numeri ordinali, come si e piu sopra visto; per ogni coppia di ordinali a , (3 

da < si avra ** ^ ^; la successione degli alef e totalmente ordinata e quindi 
due alef sono sempre confrontabili (anzi tale successione e addirittura bene 
ordinata...); infine dati due alef consecutivi H\ e Z y+ i non puo esistere alcun numero 
cardinale maggiore del primo e minore del secondo 105 . 






16- Buon ordinamento, comparability e ipotesi del continuo (CH e GCH). 


Cosi viene sviluppandosi la teoria degli alef. Questi ultimi sono delle cardinality e per 
essi valgono quindi alcune leggi aritmetiche, che regolano una aritmetica cardinale 
(con addizione, moltiplicazione, elevazione a potenza etc.) tra alef e numeri cardinali 
in senso generale 106 . la teoria degli alef, stabilendo una relazione tra punto di vista 
ordinale e punto di vista cardinale, viene ad assumere il carattere “conclusivo” nella 
teoria di Cantor, in modo che questa viene ad apparire come u qualcosa di organico, 
con le proprie parti tutte collegate tra di oro; qualche autore ha parlato di una vera e 
propria “cattedrale”. Tuttavia si tratta, in realta, di una cattedrale incompiuta, ovvero, 
fuor di metafora, restano “aperte” alcune questioni - il che lasciava insoddisfatto lo 
stesso Cantor, dando soprattutto il carattere di scienza “descrittiva” piuttosto che 
“costitutiva” dei propri enti che egli attribuiva alia matematica (in certo qual modo 
assimilabile alle scienze naturali). Tre aspetti estremamente problematici si vogliono 
qui segnalare: a) l’ipotesi del continuo; b) il problema della comparabilita; c) la 
questione del buon ordinamento. Le tre questioni sono strettamente connesse tra loro. 
L’analisi cantoriana del contino ha portato a due risultati, la determinazione della sua 
struttura e quella della sua potenza e cardinality. L’estensione dei due concetti non 
coincide: nel secondo rientrano, per esempio, anche insiemi “discontinui” (come al 
paragrafo 9) che non rientrano owiamente nel primo. Punto di partenza di 
considerazioni di carattere geometrico e topologico sara il tipo di ordine 0 . Punto di 

partenza di considerazioni insiemistiche e aritmetiche la potenza del continuo C (non 
e che non vi sia, owiamente, connessione tra le due, ma i due aspetti sono a priori 
distinti e il secondo appare piu generale del primo). L’ipotesi del continuo H (o HM) 
pud trovare una dimostrazione soddisfacente alia luce della teoria degli alef ? Cantor 
era convinto di si: tra K 0 ed H] non vi sono cardinali maggiori del primo e minori del 
secondo e questo vale in generale per: N y e N y+ i (con y ordinale qualunque) (cfr. 
paragrafo precedente). La convinzione di Cantor - cioe H (o HM) e GH - trova 
dunque una traduzione nella teoria degli alef, ponendo egli: 2*° = Ni (ipotesi lineare 

del continuo CH) e generalizzando: 2*“ = N a +i (ipotesi generalizzata del continuo 
GCH), dove a e un ordinale qualunque (e per a = 0 si ritrova CH come caso 
particolare). 

Sotto Lipotesi CH il problema del continuo riceverebbe una soluzione 
completamente soddisfacente, venendo questo caratterizzato in modo adeguato sia 
dal punto di vista ordinale che da quello cardinale; d’altro canto una tale posizione 
del problema presuppone - e bene osservare - gia che la potenza del continuo sia un 
alef, cioe suppone, in particolare, l’esistenza di un insieme bene ordinato di potenza 
del continuo. Come essere certi che tale insieme esista? Cantor era convinto che vi 
fosse “una legge logica ricca di conseguenze, assai notevole per la sua validity 
universale” che garantisce appunto che per ogni insieme l’esistenza di un insieme, 
con i medesimi elementi ma ben ordinato. In breve: “ ogni insieme pud essere bene 
ordinato” (enunciato noto come “teorema del buon ordinamento”). Sotto questa luce, 
Cantor “risolveva”, innanzitutto, il problema della comparability. E’ abbastanza 



chiaro, infatti, che il teorema del buon ordinamento permette, dato u insieme qualsiasi 
A , di assegnarli un ordinale a tale che a = A , o, detto in breve, permette da ogni 
insieme di ricavare il relativo ordinale. E dato che gli ordinali sono comparabili, e 
facile vedere che valendo il teorema del buon ordinamento, segue pure la 
comparability tra numeri cardinali. Di piu: vale anche il reciproco: la comparability 
tra numeri cardinali implica il buon ordinamento sicche si pud concludere che i due 
enunciati sono equivalenti. In particolare, da tutto cio segue, come corollario, il fatto 
che ogni numero cardinale e un alef. E’ allora e solo allora che la “mediazione” tra la 
successione degli alef e la scala delle potenze del tipo 2 fl dove fl eun cardinale 
qualunque viene ad essere assicurata, garantendo cioe la confrontabilita delle due 
successioni, l’una ottenuta a partire dal concetto di ordinale e l’altra ottenute invece a 
partire dal concetto di insieme potenza. Alla base di CH e GCH sta dunque la 
convinzione, innanzitutto, che le due successioni di cardinali siano confrontabili: ed e 
in quest’ordine di idee - data la cogenza logica che assumeva agli occhi di Cantor il 
buon ordinamento - che il problema dl continuo diviene centrale ed urgente. Per la 
comparability, infatti,il cardinale C = 2*° del continuo deve apparire nella 

successione degli alef (cfr. sopra) e quindi nasce la domanda: dove? A quest’ultima 
domanda Cantor risponde con CH. Fin dal 1883 Cantor prometteva una 
dimostrazione del buon ordinamento: ma la promessa non venne mantenuta. Vale la 
pena ricordare che la Terzo Congresso Matematico (1904), appunto prima della 
pubblicazione del lavoro di Zermelo, un’erronea applicazione della disuguaglianza di 
Konig parve dimostrare l’esistenza di insiemi che non possono venire bene ordinati: e 
sintomatico che Cantor non abbandono nemmeno allora la propria convinzione. La 
individuazione corretta (1904-1909) del cosiddetto assioma della scelta (AC, 
Answhlprinzip, Axiom of choice) costitui dunque - assieme alle discussioni che ne 
seguirono - una delle piu travagliate e disputate questioni nella storia della 
matematica e della logica. Quel che Cantor aveva in mente per il teorema del buon 
ordinamento era un ragionamento (nei tratti essenziali) di questo tipo: preso da un 
insieme A un elemento arbitrario ai come “primo”, dal resto A - (ai} un 
elemento arbitrario a 2 come “secondo”, etc., si passi, nel caso che A sia infinito, ad 
un arbitrario elemento aco di A - (ai .... a n ...} che venga collocato dopo tutti gli 
a n ; si continui infine in questa maniera ponendo degli indici presi dalla serie degli 
ordinali fino all’esaustione di A. La critica doveva qui puntualizzare tre obiezioni: 
innanzitutto, l’uso alquanto discutibile della “serie degli ordinali”, con l’assunzione 
(apparentemente senza fondamento) che gli ordinali siano sufficienti ad esaurire un 
insieme dato, per quanto “comprensivo” esso possa essere; in secondo luogo, contro 
il carattere arbitrario degli elementi presi da A nei passi successivi del 
procedimento; infine, contro le “infinite scelte” di elementi ay senza una legge che le 
definisca tutte insieme (il che sembra richiedere un lasso di tempo indefmito). La 
prima obiezione colpisce pienamente nel segno: la successione degli ordinali non e 
qui di utilita e un dato insieme A non necessariamente viene “esaurito”. Nelle altre 
obiezioni si pud cogliere “un carattere piuttosto psicologico che logico- 
matematico” 108 : in via teorica, si immagina che le operazioni matematiche non 



richiedano “tempo”: Quando si applica un certo procedimento che non e arbitrario, 
ma definito grazie a una data legge (come per esempio nella definizione del continuo 
D del paragrafo 9) si accetta senza alcuna riserva il risultato di una infinity di passi. 
Ma la principale difficolta psicologica qui e che ogni passo successivo dipende su 
passi compiuti precedentemente: questo “disagio temporale” come pud essere 
eliminato? 

17- Principio di scelta e ipotesi del continuo 

La riposta e sta data appunto dallo Assioma di scelta di Zermelo: per ogni insieme B 
i cui elementi sono insiemi di A, non vuoti e senza elementi in comune, esiste 
almeno un insieme S che ha uno e uno solo elemento scelto da ciascuno degli 
insieme A appartenenti a B. Insomma: a partire da un insieme non vuoto i cui 
elementi sono insiemi non vuoti, si asserisce la possibility di una “classe di 
rappresentanti” scegliendo un rappresentante per ogni insieme elemento dell’insieme 
di partenza. La funzione che “sceglie” i rappresentanti e detta appunto “funzione di 
scelta”. Si osservi subito che di questo nuovo insieme S viene pero garantita solo 
hesistenza , non una costruzione effettiva. Questa considerazione della portata 
esistenziale del principio di scelta si e inserita (storicamente, tra l’altro, proprio nel 
momento in cui era viva la esigenza delle “garanzie”, dopo la crisi delle antinomie ai 
primi del ‘900) nella cornice delle discussioni che, problematizzando l’aspetto 
“realistico” conferito da Cantor alia teoria degli insiemi (cfr paragrafo 10), 
concemevano la questione della esistenza . Peano 109 osservava cosi che a questione 
della owieta o meno del principio di scelta era questione psicologica, non logica; 
Russell 110 sospendeva il giudizio nel constatare alcune sue sorprendenti conseguenze 
e in particolare diceva a proposito del principio del buon ordinamento “a me questa 
sembra un’ ipotesi non autorizzata, specie per il fato ce nessuno finora e riuscito a 
sistemare una classe di 2 H ° elementi in una successione ben ordinata”; Borel 111 

sosteneva la necessity di distinguere i casi in cui B e un insieme numerabile di 
insiemi A da quelli in cui e un insieme non numerabile e solo nel primo caso 
ammetteva il principio di scelta (assioma ristretto della scelta) , mentre nell’altro caso 
gli appariva “totalmente privo di senso”, macche “quando un numero infinito di 
scelta non e numerabile, e impossibile immaginare una maniera per definirlo, cioe 
distinguerlo da un analogo numero infinito di scelte; cioe e impossibile riconoscerlo 
come una creazione matematica che possa essere usata nelle argomentazioni”; per gli 
intuizionisti, infine, il principio perdeva valore, seguendo la sorte comune di tutte le 
asserzioni di esistenza non aventi un carattere costruttivo. D’altro canto e abbastanza 
chiaro che quando si riesce ad assegnare in modo costruttivo la funzione di scelta, 

1’assioma cessa dalLessere tale: questo caso si presenta, ad esempio, quando B sia 
una famiglia di sottoinsiemi di un insieme bene ordinato. Allora ad ogni insieme 
elemento di B si potra assegnare il suo primo elemento.... Viceversa Zermelo ha 
dimostrato il teorema del buon ordinamento basandosi sull’assioma di scelta. La 
conclusione di tutto cio e dunque che 1’assioma di scelta, il teorema del buon 
ordinamento e la comparability tra cardinali sono te proposizioni tra loro logicamente 





equivalenti. Quest’ultimo aspetto sposta tutta la questione della comparability tra 
cardinali (che e quella che qui interessa) all’assioma della scelta, in u quadro, 
soprattutto, costituito gia da una impostazione assiomatica (Zermelo, 1904, in pretto 
spirito hilbertiano) in cui e messo in luce 1’aspetto ipotetico deduttivo della teoria 
degli insiemi (aspetto questo non certo prevalente nell’opera cantoriana), in analogia, 
per esempio, con la geometria (come appare, per esempio, dalla trattazione di Hilbert 
delle Grundlagen del 1900). Cantor sembra - come gia osservava Von Neumann - 
non sembra rendersi conto della portata di certi principi che talvolta impiega in passi 
cruciali della teoria del transfmito; ma cio e ovvio: soltanto l’indagine tesa a mettere 
in luce l’impalcatura assiomatica della teoria cantoriana coglie bene il legame di 
conseguenza logica intercorrente tra i vari enunciati. In questo nuovo spirito, 
riesaminiamo qui, a conclusione, i rapporti intercorrenti tra assioma della scelta e 
ipotesi del continuo. Si considerino le due formulazioni H (paragrafo 14) e CH di 
tale ipotesi. Esse non sono logicamente equivalenti. Senza bisogno di AC si prova 
che non esiste un numero cardinale A tale che (I) Kq<R <K\ e si prova pure la 

relazione N i<2 0 ; ma per ottenere (II) No < 2 0 occorre lo AC. Ora da CH e dal 
risultato (I) si ottiene H , mentre per ottenere CH da H occorre servirsi di (II) e 
quindi di AC . La cosa e abbastanza intuitiva considerando poi la formulazione 
HM data nel paragrafo 5 (che e equivalente a H). Senza AC si dimostra che CH 
implica che ogni insieme non numerabile di numeri reali ha la potenza del continuo 
(dal momento che ogni sottoinsieme non numerabile di un insieme di potenza Ni ha 
per (I) la potenza Ni), ma non si sa dimostrare, senza AC, che ogni insieme, avente 
la medesima potenza di ciascuno dei suoi sottoinsiemi non numerabili ha la potenza 
Ni (come del resto senza AC non si sa dimostrare che ogni insieme non numerabile 
- purche di potenza del continuo - abbia una potenza superiore ad Ni). Quindi, 
mentre H e HM sono logicamente equivalenti, CH risulta logicamente “piu forte” 
(cioe: CH—>H ma non: H—>CH). Un caso analogo si ha infine per quanto riguarda 
Eipotesi generalizzata del continuo: GCH risulta logicamente piu forte di GH. 
Anche qui per passare da GH a GCH e necessario AC, mentre non lo e nel 
passaggio da GCH a GH. Nel caso di GCH si ha poi (1926 Lindenbaum e Tarski) 
che GCH implica a sua volta AC. In conclusione si ha dunque che GCH e 
logicamente equivalente a GH insieme con AC (cioe: GCH<->GH e AC) ovvero per 
quanto precede GCH—>AC); ed e questo un risultato fondamentale . Infine 
un’ultima ovvia considerazione: mentre GCH implica CH, la falsita di GCH non 
implica affatto la falsita di CH (che potrebbe quindi rimanere vera anche se fipotesi 
generalizzata risultasse falsa). 

18- Problema del continuo e ipotesi del continuo. 

Occorre distinguere, in via teorica, il problema del continuo dalf ipotesi del continuo. 
Nell’ambito della teoria del transfinito, se si chiede quanti sono i numeri reali (ovvero 
i punti della retta euclidea, ovvero tutti i possibili insiemi di numeri interi, etc.) la 
risposta e 2 H °. Accettando (come del resto si ha anche nella usuale prassi 



matematica) l’assioma di scelta il problema diventa: che alef tocca alia potenza del 
continuo? In altre parole si tratta di determinare il numero ordinale a per 
Tequazione 2*° = H a ; a non pud assumere tutti i valori ordinali transfiniti. Si e, per 
esempio, mostrato 4 che non pud essere nella forma dove fl eun 
qualunque cardinale e (3 un qualunque ordinale. Quindi posto (3 = 0 , si ha che non si 
da mai una soluzione del problema del continuo a = co , ovvero il continuo non pud 
avere potenza H a . Tuttavia T ipotesi cantoriana CH , che pone a = 1, e ancora una 
delle tante soluzioni possibili. Un’altra ipotesi e per esempio a = 2 ( ipotesi di 
Lusin). La questione della coerenza e dell’indipendenza di CH sara trattata nella 
Parte IV. Qui basti soltanto osservare che una ipotesi su a , non necessariamente CH, 
rappresenta, una volta accettato Tassioma di scelta, una soluzione particolare al 
problema del continuo. La soluzione a = 1, cioe CH, ha come conseguenza che non 
esistono insiemi di numeri reali che abbiano potenza maggiore del numerabile e 
minore del continuo, (cioe HM). Ma se si pone invece a > 1 sorge spontaneo il 
problema di individuare in C un insieme di numeri reali (punti sulla retta) tale che 

risulti intermedio tra il numerabile N 0 e il continuo C . Per esempio, accettando la 
ipotesi di Lusin, si dovrebbe individuare in C un insieme di potenza H\. Con a > 2 
si dovrebbero individuare insiemi di potenza Ni e *2 ,etc. 

Tuttavia un effettivo esempio di insiemi di potenza Ni (e pure h 2 etc.) non si 
conosce. Era proprio il non riscontrare insiemi di tale potenza sulla retta R che 
aveva portato Cantor alia convinzione che HM (o H, o CH) fossero vere. Alcuni 
risultati tecnici lo spingevano poi in questa direzione per esempio quella gia osservata 
a proposito degli insiemi chiusi. Tuttavia non si tratta, come si e visto, di risultati 
certo decisivi: lo stesso processo di derivazione lascia, di fronte a continuo, alquanto 
insoddisfatti. Cantor vedeva fallire quindi i suoi tentativi relativi alia confrontabilita 
della potenza del continuo con gli alef, tanto piu poi che certi mezzi di cui si serviva, 
e soprattutto il buon ordinamento sembravano portare a contraddizioni (si riprendera 
proprio da qui nell’inizio della parte III). Si vede ora, in generale dopo il significato 
“geometrico” e “analitico” dell’ipotesi del continuo, il suo significato nelTintero 
organismo della teoria degli insiemi: quest’ultima soffre, come gia osservava 
Zermelo, di una “dualita latente”, consta cioe quasi di due teorie separate, quella 
ordinale e quella cardinale che vengono fuse insieme grazie a forti assunzioni, quali il 
buon ordinamento (AC) e Tipotesi del continuo CH (almeno, se non addirittura 
GCH). In Parte I si e considerato il passaggio della intuizione geometrica del 
continuo alia struttura matematica, incentrata sulla definizione del concetto di numero 
reale. Si e assistito poi in questa parte alia caratterizzazione aritmetica del continuo 
stesso: si e stati in grado cioe di “raggiungere” partendo dalla “successione dei 
numeri naturali” la “potenza” di quello stesso continuo, servendosi di mezzi 
puramente combinatori. Entrambi questi due passi sono stati compiuti da Cantor (e in 
parte, sotto aspetti different^ da altri, per es. da Bolzano, Weierstrass, Dedekind): 
erano sufficient? A Cantor stesso la caratterizzazione “combinatoria” del continuo 
non appariva soddisfacente; nel semplice concetto di “cardinale” e nella generazione 
di cardinality sempre piu alte passando da un insieme al proprio insieme potenza si 



perdono sottili differenziazioni. La determinazione della potenza del continuo e 
ottenuta mediante fesponenziazione dei cardinali: “ma anche cosi - come ha 
osservato Kurt Godel 115 - al problema della determinazione del numero cardinale di 
un singolo insieme quale il continuo lineare non sarebbe ben definito se non esistesse 
una qualche rappresentazione sistematica dei numeri cardinali transfiniti, analoga alia 
notazione decimale dei numeri interi. “Tale rappresentazione sistematica Cantor la 
trovava proprio nella successione transfmita degli alef, grazie al teorema che 
garantiva che ogni numero cardinale e un alef e cosi i cardinali venivano disposti 
nella successione ordinata No, Ni ,., N n ,., n 0)q , n C0()+1 , .... N C01 , ... n C02 , 

costituendo il “sistema” 11 simile a quello Q dei numeri ordinali transfiniti. Cosi il 
concetto di ordine, centrale delTaritmetica, viene reintrodotto nel transfinito del 

sistema 11 degli alef. In esso allora si da una determinazione veramente “aritmetica” 
del continuo? L’ipotesi CH (e a livello piu generale GCH) presenta appunto tale 
determinazione: si vedra (Parte IV) che tale determinazione puo (Godel), ma non 
necessariamente deve (Cohen) essere accettata. Ma dualita latente tra Tapproccio 
combinatorio e quello aritmetico-ordinale in certo senso rimane (tanto piu che la 
stessa “liberta” vele per AC). Quale significato filosofico assume tale dualita rispetto 
alia teoria cantoriana degli insiemi, cosi fortemente “compromessa” col concetto di 
infinito attuale (e, messa in crisi, fin dal momento del suo completo dispiegarsi da 
tuta una serie di difficolta logiche ed epistemologiche, quali le antinomie, le 
definizioni impredicative, etc., nonche accolta spesso con molte perplessita, se non 
addirittura radicalmente respinta)? 

Efficacemente, anche se alquanto rozzamente, la dualita di cui sopra si puo 
ricondurre a due interpretazioni differenti della relazione parte-tutto. Negli enunciati 
“Carlo e Giovanni sono uomini” e “Gli italiano sono uomini” il termine “sono” 
assume due significati differenti. Si vede che nel primo enunciato lo copula denota la 
relazione di appartenenza (sicche la traduzione formale risulta: “ ce U & ge U “) e 
nel secondo enunciato denota la relazione di inclusione (sicche la traduzione formale 
risulta: “ IcU “). La prima e una relazione tra un elemento e un altro insieme (che 
contiene il precedente). Certo, nel linguaggio usuale, i due enunciati sono passibili di 
una tradizione pressoche identica: “Carlo e Giovanni fanno parte della umanita”; “Gli 
italiani fanno parte della umanita”. La distinzione e tutf altro che agevole (la fusione 
delle due relazioni si osserva, per esempio, ancora in Dedekind, mentre in Cantor i 
due piani appaiono ben distinti): tuttavia l’analisi logica della questione mostra che, 
parlando in schietto linguaggio platonico, Carlo e Giovanni fanno parte del “tutto” 
umanita a diverso titolo che gli italiani. Un tutto siffatto - ha osservato Russell 116 - e 
completamente specificato quando lo siano tutti i suoi costituenti semplici (= 
elementi) (si ricordi la determinatezza dell’insieme richiesta da Cantor rispetto 
all’appartenenza dei propri elementi. Le sue parti (= sottoinsiemi, le cantoriane “parti 
costituenti”) non hanno alcuna connessione diretta inter se , ma soltanto la 
connessione indiretta insita nel loro essere parti di un medesimo “tutto”. Cosi, mentre 
il nominalista intendera un insieme semplicemente come 1 collezione delle sue parti, 





il realista, che conferisce all’insieme una “realta sostanziale” dovra sottilmente 
distinguere in che senso la relazione parte-tutto viene intesa. In altre parole, mentre 
da un punto di vista nominalistico la relazione che un individuo appartenga a un certo 
insieme non e che un caso particolare della relazione in cui un certo gruppo di 
individui fa parte di quell’insieme (e si pud parlare di relazione parte-tutto 
indifferentemente nell’un caso o nell’altro), si dovra, dall’altra visuale, distinguere le 
due cose (differenziando l’unita che appartiene a un insieme dato, dall’insieme che e 
incluso nell’insieme dato - cioe, in simboli: ce U, ma {c} cU). Cosi, per esempio, 
nel continuo della retta geometrica “parti” in senso improprio sono sia i punti che i 
segmenti, ma alia luce della concezione cantoriana, i punti rappresentano del 
continuo lineare gli elementi, mentre i segmenti ne sono le parti (e quindi mai 
riducibili ad un punto), nel senso preciso che possono venire interpretati come 
insiemi di punti, sottoinsiemi cioe del continuo stesso. La relazione di appartenenza e 
fondante: questa e sostanzialmente, la soluzione che Cantor offre alia intricata 
questione del continuo (esteso) formato di parti inestese, considerando solo una vana 
immagine la rappresentazione - abbastanza usuale - del segmento che 
rimpicciolendosi diventa punto passando cosi da parte estesa ad elemento inesteso. 
Anche nella edificazione della teoria astratta poi, la relazione di appartenenza e quella 
dominante: essa gioca un ruolo centrale nella strutturazione del concetto di numero 
ordinale (esso non e altro che l’insieme di tutti gli ordinali che lo precedono). L’altra 
interpretazione di parte (in cui in questa sede si e fatto riferimento) - quella in termini 
di inclusione - e facilmente (nell’ambito della teoria degli insiemi) riconducibile alia 
prima: come si e visto “ c ” si pud definire in termini di “e Queste considerazioni 
mettono bene in luce il ruolo centrale della relazione “e “, che ancor meglio balza 
agli occhi quando si tenga presente, nella sistemazione formale della teoria, che “e “ 
si pud presentare (come si vedra nella Parte IV) come Tunica relazione primitiva 
specifica della teoria (considerandosi la relazione di eguaglianza facente parte 
dell’apparato logico della teoria formale). Tuttavia awiene questo fatto curioso: 
quando si indaga (accentando l’impostazione “descrittiva” cara a Cantor) il 
transfinito servendosi del concetto di “parte” come inclusione (cfr. insieme potenza) 
si arriva ad una strutturazione che a priori, senza buon ordinamento e ipotesi del 
continuo, e totalmente distinta dalla strutturazione in termini del concetto di “parte” 
come appartenenza (cfr. numero ordinale): e anche con l’assunzione del buon 
ordinamento, resta sempre tutta una serie di “collegamenti possibili” che vengono 
tagliati via soltanto con V ipotesi del continuo. Le due interpretazioni di parte sono 
concettualmente distinte (anche se una e riconducibile aH’altra): fin qui nulla di 
strano dopo l’analisi fatta. Lo scacco per Cantor e che la sua “descrizione” 
matematica dell’infinito si articola in due blocchi separati, e le proposizioni chiave, 
che dovrebbero mettere in luce le relazioni oggettive intercorrenti tra questi due 
blocchi e fondare l’articolazione definitiva della teoria, restano alio stato di asserzioni 
postulate invece che a quelle di teoremi soddisfacentemente dimostrati (si vedra, in 
Parte IV, il senso particolare di tale “stato” alia luce degli sviluppi odierni relativi ai 
sistemi formali). 




PARTE TERZA 


BREVI CENNI SU POSIZIONI PREDICATIVE E INTUIZIONISTE 


Questa parte e dedicata a un breve cenno relativo alle antinomie della teoria degli 
insiemi, nonche ad alcune posizioni predicativiste e intuizioniste, al fine di dare un 
panorama piu completo dei vari atteggiamenti relativi al problema della 
determinazione della natura del continuo. Si vuole infatti qui: a) presentare una 
“spiegazione” del continuo completamente diversa da quella presentata nella Parte I; 
b) offrire un termine di paragone sia rispetto alia teoria “ingenua” di Cantor (per cui 
P. II), sia rispetto a teorie assiomatiche degli insiemi come quella detta Zermelo- 
Fraenkel-Skolem e quella detta Godel-Bernays (per cui P. IV); c) mettere a 
disposizione del lettore, infine, i termini di certi riferimenti che si fanno in P. IV. 

1- Antinomie logiche e linguistiche. II problema della esistenza degli insiemi. 

La “crisi delle antinomie” e ben nota: sara sufficiente qui richiamare alcuni aspetti 1 . 
Proprio quando la costruzione cantoriana raggiungeva il suo culmine, in una 
sistemazione ad ampio respiro, si ha la comparsa delle prime antinomie. Si e 
osservato (alia fine della Parte II) fimportanza delle questioni relative al buon 
ordinamento ai fini di una risposta (adeguata alle premesse cantoriane) al problema 
del continuo. La prima antinomia compare proprio in un ambito strettamente tecnico 
della teoria degli insiemi ben ordinati ed e lo stesso Cantor ad avvertirla (antinomia di 
Burali-Forti) . Essa consegue direttamente dai teoremi relativi (cfr. P. II) agli insiemi 
ben ordinati. II sistema Cl di tutti gli ordinali e bene ordinato dalla relazione < definita 
sugli ordinali, quindi ha un ordinale che risulta (owiamente) maggiore di tutti gli 
elementi di Cl, quindi maggiore di ogni ordinale. Accanto a tale antinomia, ne 
compare ben presto un’altra, relativa quest’ultima alia gerarchia esponenziale dei 
numeri cardinali (antinomia del massimo cardinale o di Cantor) : anche questa 
compare in ambito strettamente tecnico, dato che si impernia sul concetto di insieme 
potenza P (x) di un insieme dato x e si basa sul sistema di Cantor. Si consideri 
infatti il sistema di tutti gli insiemi, denotato con V. Si passi a P(V). V e per 
definizione il piu grande di tutti gli insiemi e pure si ha P(V)>V . Entrambe le 
antinomie minano la teoria cantoriana al livello degli insiemi “infmiti”, anzi al 
livello, per cosi dire, delle “massime” infmita. In una celebre lettera a Dedekind , 
Cantor ha bene messo in luce f impossibility di usare per tale livello le determinazioni 



concettuali della teoria degli insiemi, distinguendo tra insiemi la cui esistenza non 
implica contraddizione e insiemi la cui esistenza implica invece contraddizione. Con 
il che si prefigura la celebre distinzione di Von Neumann (cfr. P. IV) tra “insiemi” e 
classi”, e si pone immediatamente il problema della “esistenza” degli insiemi. Piu 
dettagliatamente si pud affermare che Cantor 4 veniva distinguendo, nell’ambito 
generale delle moltenlicita (Vielheiten) (trattandosi sempre di molteplicita che Cantor 
considera “definite” nel senso di P. II), molteplicita consistenti (konsistent) e 
inconsistenti (inkosistent), a seconda che l’attribuzione dei caratteri della sostanza a 
una sola molteplicita (cioe la accettazione della “sostanza simultanea” 
(Zusammensein) fosse esente o no da contraddizioni. Nel secondo caso e impossibile 
“concepire tale molteplicita come una unita, come un oggetto compiuto” e quindi 
pensarlo come soggetto di ulteriore predicazione. Alle molteplicita inconsistenti tocca 
dunque, in armonia con la “metafisica” cantoriana, anche l’appellativo di 
“ assolutamente infinite” (Absolut unendliche) che appaiono vicine piu che agli usuali 
oggetti matematici a quell’assolutezza di tipo filosofico non determinabile 
concettualmente. La classe (Inbegriff) di tutto cio che e pensabile e, per Cantor, di 
questo tipo. Ma tra le altre molteplicita inconsistenti, si ritrova, oltre che V, anche il 
sistema f> di tutti gli ordinali: il che ha tra l’altro, una interessante conseguenza: dato 

che esiste una similitudine di Cl su fl , sistema di tutti gli alef, anche questo deve 
essere visto 5 come “inconsistente, assolutamente infinite”. E’ possibile poi 
individuare delle contraddizioni senza penetrare profondamente nel meccanismo 
della teoria del transfmito. Si pensi alia antinomia di Russell (1903). Si consideri 
l’insieme x di tutti gli insiemi che non sono elementi di se stessi. Ci si chieda se x 
sia elemento di se stesso. Se x g x, allora x appartiene all’insieme di tutti gli 
insiemi che non sono elementi di se stessi, per cui x £ x; se x g x, allora x non 
appartiene all’insieme di tutti gli insiemi che sono elementi di se stessi, cioe x £ x. 
Occorrono qui subito due osservazioni: a) l’antinomia pud essere pensata come una 
dimostrazione della non esistenza dell’insieme x; anche questa antinomia, come 
quella di Cantor e di Burali-Forti, dunque riporta al problema della esistenza degli 
insiemi. In realta una posizione di questo genere, mentre mette bene in luce il 
carattere artificioso 6 della antinomia russelliana, urta contro il principio che a ogni 
proprieta corrisponda l’insieme degli enti che soddisfano tale propriety ( principio di 
comprensione ). Si pud lasciare cadere questo principio, centrale nella teoria 
cantoriana? La questione pud essere cosi sfumata: quali proprieta possono definire un 
insieme? Causa le antinomie, non tutte, il principio di comprensione va cosi ristretto, 
con il che si danno delle “garanzie” rispetto all’eventuale presentarsi di “molteplicita 
inconsistenti”. E’ ora in gioco la “natura” di tale restrizione: molte vie si aprono, tra 
loro divergenti. Una e quella sviluppata nella P. IV. L’ordine di idee che sara trattato 
nei paragrafi successivi di queste pagine e invece molto diverso. 
b) Il discorso invece che su “insiemi”, pud addirittura vertere su “proprieta”. Cosi la 
antinomia di Russell pud essere riformulata in una terminologia piu propriamente 
logica, senza fare alcun riferimento al concetto di insieme. In questo contesto ci si 
chiede se una proprieta si possa applicare o no a se stessa. Chiamando 



“impredicabile” la proprieta che non si applica a se stessa, si arriva, con un 
ragionamento analogo a quello piu sopra, alia conclusione che 1’impredicabile e 
impredicabile se e solo se 1’impredicabile non e impredicabile. 

Non si esaminera qui nei dettagli la questione delle antinomie. Ricordiamo che oltre 
alle antinomie del tipo di cui sopra (antinomie logiche) , esistono antinomie di altro 
tipo, dette antinomie linguistiche . Tra queste una delle piu celebri e quella classica 

n 

del mentitore. In questa sede si esaminera l’antinomia detta di Richard (1905) . Si 

considerino tutti i numeri reali tra 0 e 1 che possono essere definiti mediante una 

sequenza di parole italiane di lunghezza finita (anche se non si da una limitazione). 

Chiaramente si ottiene cosi solo un numero numerabile di ali numeri. Sia R il loro 

insieme. R pud venire enumerato, cioe si pud indicare per ogni numero il suo 

corrispondente numero naturale. Si defmisca ora un numero reale r come quel 

numero reale tra 0 e 1, la cui n-esima cifra dopo la virgola e la cifra successore della 

n-esima cifra del numero del numero n-esimo nella enumerazione presa in 

considerazione (con la convenzione che “1” e successore di “0”, etc. e “0” e 

successore di “9”). Ma r risulta differente da tutti gli elementi di R e quindi non 

viene defmito da una sequenza finita di parole italiane, in aperta contraddizione con il 

fatto che r e stato definito proprio in questo modo. Qui occorrono due osservazioni: 

a) il ragionamento di Richard si basa essenzialmente sul procedimento per diagonale 

.8 

come la celebre dimostrazione cantoriana che il continuo non e numerabile ; b) 
parlando rozzamente, anche tale antinomia pud essere considerata come una 
dimostrazione di non esistenza. La cosa non va presa pero proprio alia lettera. Si 
richiama l’attenzione sul fatto che, nella antinomia, i numeri reali (la limitazione 
aU’intervallo 0,1 non e essenziale) sono per cosi dire “gia dati” e vengono 
meramente “descritti” nelle sequenze finite. Un’altra via e invece ammettere solo 
quei numeri reali che sono defmibili in un certo linguaggio L , prendendo adeguate 
garanzie (per es. eliminando, nel corso della definizione, il riferimento alia totalita 
degli enti da definire, etc.) 

2- Osservazioni sulf insieme dei numeri reali. 

Si riprenda dettagliatamente in esame l’insieme C dei numeri reali. Nella visione 
tradizionale, i numeri reali algebrici (che possono essere messi in corrispondenza con 
l’insieme dei naturali) formano una “minoranza” in C , 1’insieme dei numeri reali 
trascendenti ha la potenza del continuo, le dimostrazioni di Cantor rappresentano in 
primis una conferma del teorema di Liouville. Alcuni numeri trascendenti sono noti: 
tuttavia si deve osservare che questi ultimi sono “ben pochi” rispetto alia totalita dei 
trascendenti. La cosa pud esser precisata cosi: da ogni numero trascendente noto si 
pud sempre ottenere una infinita numerabile di altri numeri trascendenti, sommando, 
moltiplicando, etc. con un qualsiasi numero algebrico. Tuttavia tale procedimento, 
dato che Tinsieme dei numeri algebrici e numerabile, non permette di ottenere un 
insieme di numeri trascendenti piu che numerabili. Ma in che senso si parla allora di 
un tale insieme? E, data la stretta connessione che intercorre tra numeri trascendenti e 
non-numerabilita del continuo, in che senso infine si afferma che C e piu che 



numerabile? Per Ludwig Fischer 9 “ i numeri trascendenti formano un insieme 
matematicamente e logicamente indeterminate* e indeterminabile ”. Tale 
indeterminatezza - e qui si nota agevolmente il completo stacco da una concezione 
del tipo di quella di Cantor - risiede nel fatto che “non esiste alcuna regola seguendo 
la quale ciascuno di essi possa venire costruito”. Mentre si constata che di fatto non si 
esce dal numerabile, in linea di principio , “occorrerebbe dare una massa ultrainfinita 
di altri numeri trascendenti, a noi ora del tutto sconosciuti... Ma tale massa in realta 
non esiste ancora. Essi sono soltanto possibili risultati futuri della nostra libera 
creazione spirituale. II loro campo non e percio determinabile in modo univoco”. 11 
Fischer conclude osservando che “non esiste alcun insieme di tutti i numeri 
trascendenti se si prende la parola “esistere” nel medesimo senso in cui si dice... che 
esiste Finsieme di tutti i numeri naturali, quello di tutti i razionali e anche quello di 
tutti gli algebrici” 10 . ma allora che tipo di esistenza compete all’insieme dei numeri 
trascendenti? La soluzione radicale, che si limita alia considerazione dei numeri 
trascendenti conosciuti, viene, per cio stesso, a “depotenziare” l’intero insieme dei 
numeri reali. Seguiamo questa strada e precisiamo le idee espresse precedentemente 
in via intuitiva. Come nella antinomia di Richard, si consideri un certo linguaggio L, 
per es., la lingua italiana: i segni di cui esso fa uso sono, owiamente, in numero 
finito. Si pud quindi, fissato il numero naturale n, elencare tutti gli allineamenti finiti 
(con ripetizioni) dei simboli primitivi a gruppi di n per volta. 11 procedimento e 
meramente combinatorio: facendo variare n da 1 a si ottiene una successione S 
di tutti i gruppi di allineamenti possibili di simboli. In S vi saranno certamente molte 
espressioni prive di senso, ma vi saranno pure tutte le espressioni (parole, frasi, etc.) 
che si considerano sensate. Ora si tenga presente che nelle teorie dei numeri reali 
(come quelle che si sono esaminate nella P. I), questi sono sempre definiti come 
leggi : legge di una partizione, legge di una successione convergente, etc., ove e 
chiaro che due numeri reali diversi risultano senza dubbio definiti con leggi diverse, 
mentre due leggi diverse potranno anche individuare il medesimo numero reale. 
Facendo leva su questo aspetto, il Richard (come altri) insisteva soprattutto sul fatto 
che i numeri reali non possono essere in numero maggiore delle leggi che li 
definiscono. Ma se tali leggi sono esprimibili con un numero finito di parole, esse 
rientrano nella successione S e quindi, come sottoinsieme di un insieme numerabile 
esse non possono superarre il numerabile stesso. Da cui la conclusione che anche i 
numeri reali (almeno quelli esprimibili con leggi ben determinate) costituiscono un 
insieme numerabile. Tale indagine sembra essere quindi in netto contrasto coi 
teoremi cantoriani relativi al continuo. Per risolvere la questione, Richard ammetteva 
Fesistenza di successione senza leggi owero “successioni la cui legge non pud venire 
enunciata con un numero finito di parole” 11 e Borel, accettando il precedente 
risultato, osservava, a chiarimento dei teoremi di Cantor, che “esistono nel continuo 
geometrico (se non e un abuso usare qui il verbo “esistere”) egli elementi che non 
possono essere definiti” . Tali soluzioni non appaiono del tutto soddisfacenti: resta 
aperta infatti la questione di quale senso si possa attribuire alia esistenza di numeri 
reali non definiti da alcuna legge (owero la cui legge non pud venire annunciata in 
un numero finito di parole). “Le osservazioni di Fischer... ci suggeriscono di ripetere 



a proposito di essi che: la loro esistenza non potra certo avere il medesimo senso 
dell’esistenza dei numeri reali individuabili con una legge ben determinata” . Si e 
cosi visto come il problema di determinare i sensi diversi della “esistenza 
matematica” si leghi alia determinazione della esatta natura del continuo. Si e gia 
notato che in Cantor un insieme viene generato mediante la riunione in una unita di 
piu oggetti distinti. Si rovesci ora questo principio osservando che, in una concezione 
come quella cantoriana, non e concepibile che esista la riunione degli oggetti senza 
che esistano gli oggetti medesimi. Se si parla dunque di esistenza di un certo insieme, 
si ammette con cio anche l’esistenza dei suoi elementi. Questo principio pud essere 
pero invalidato in certo particolare contesto. Si supponga infatti di limitarsi a 
considerare come numeri reali quelli che sono “dati” mediante “una legge” (nel senso 
precedentemente chiarito) e di considerame la rappresentazione geometrica sulla retta 
R : in caso il continuo geometrico (1’ente di livello piu alto, a cui “appartengono” i 
punti che rappresentano un numero reale - che non si pud a rigore chiamare 
“insieme” in senso cantoriano) non solo non pud piu considerarsi ottenuto dalla 
“riunione in uno” di suoi elementi, ma si presenta come un ente primitivo, mentre i 
punti sono gli enti derivati, che con vari procedimenti “vengono estratti” da esso. Si 
confronti questa prospettiva con le precedenti osservazioni sull’insieme dei numeri 
trascendenti. E non i riconosce la possibility di poter parlare (prendendo garanzie 
adeguate, che possono ovviamente marcare la differenza dall’impostazione ingenua 
cantoriana, cfr P. IV) di esistenza i un insieme, anche se non si danno regole precise 
per costruire effettivamente ogni elemento dell’insieme (nel caso del continuo, tale 
prospettiva ammette quindi che si possa ricavare dall’esistenza del continuo 
l’esistenza di tutti i numeri reali, anche quelli non definibile con un numero finito di 
parole), si pud: 1) concludere che si debba considerare esistente un insieme solo 
quando ogni suo elemento possiede una esistenza bene determinata, cioe quando 
esiste una definizione enunciabile in un numero finito di parole del linguaggio L per 
ogni suo elemento. Nel caso del continuo: non essendovi una regola di tale genere per 
costruire ogni numero trascendente, V insieme di tutti i numeri trascendenti non esiste 
come numero matematico (non gode dell’esistenza matematica). Il 
“depotenziamento” di C e qui completo: non uscendosi mai dal numerabile, il 
problema del continuo della P. II non ha qui piu senso; 2) oppure si pud anche 
convenire di poter parlare (sotto determinate condizioni) di esistenza di un insieme 
anche se non si danno regole precise per costruire effettivamente ogni elemento 
dell’insieme; tuttavia, una volta ammessa l’esistenza di tale insieme, non si pud 
dedurne l’esistenza di ogni suo elemento. In latri termini: si conviene di considerare 
esistente un elemento dello “insieme” solo se si e in grado di costruirlo secondo una 
regola formulabile in un numero finito di parole. In riferimento al problema del 
continuo, si ha dunque la possibility di parlare di una esistenza del continuo distinta 
dalla esistenza dei suoi punti. Anzi, distinta al punto tale che a rigore si potrebbe 
parlare del continuo anche se nessun suo elemento fosse costruibile con regola del 
tipo di cui sopra. Si ha cosi uno stacco fra il continuo e i suoi elementi: come bene 
apparira dalle posizioni intuizioniste, in questa concezione trova una adeguata 
ritraduzione la convinzione che il continuo non sia descrivibile come aggregato di 



punti. Cosi tale concezione da una parte indica come pseudo problema la domanda 
cantoriana (quanti sono i numeri del continuo?), dall’altra mette bene in luce il 
“salto” intercorrente tra il numerabile ed il continuo, presentando pero quest’ultimo 
come una “intuizione sui generis 

3- Cenni sulle posizioni predicative. 

Prima di sviluppare questo ultimo punto (riprendendo le obiezioni al continuo per 
punti) si riconsiderino le antinomie di cui si e atto cenno precedentemente. Senza 
addentrarsi nei dettagli, sara sufficiente riconoscere che tutte le antinomie, siano 
logiche o linguistiche, contengono un circolo vizioso, dato che in esse l’entita che e al 
centra della questione viene definita servendosi della totalita alia quale essa stessa 
appartiene. Questo procedimento e usualmente chiamato “impredicativo”. Una 
soluzione delle antinomie appare dunque quella di bandire tutti i procedimenti di 
questo tipo. Due osservazioni: a) tale soluzione non e certamente Tunica. Infatti le 
antinomie logiche (almeno quelle note) possono essere eliminate vuoi limitando “la 
natura delle sostanze che intervengono come elementi nella molteplicita” (cfr teoria 
dei tipi semplici di Russell-Chwistek-Ramsey), vuoi limitando la “ natura delle 
molteplicita” (Zermelo) 14 e quelle linguistiche mediante una distinzione dei livelli di 
linguaggio; b) anticipando alcune osservazioni dell P. IV, si pud notare che il “circolo 
vizioso” insito nel principio di comprensione permane in certe sue formulazione 
presumibilmente esenti da antinomie. L via proposta da chi vuole riedificare 
l’edificio matematico in chiave “predicativista” (e cioe bandendo il circolo vizioso 
dall’impredicativo) impone una sensibile riduzione anche al patrimonio matematico 
classico come alia teoria cantoriana del transfinito. Per vedere quest’ultimo fatto, sara 
sufficiente riprendere in esame il teorema di Cantor (cfr. P. II): l’enunciato che non 
esiste una corrispondenza biunivoca tra gli elementi dell’insieme potenza P(x) di un 
dato insieme x e gli elementi di x viene cosi dimostrato. Si suppone l’esistenza di 
una rappresentazione f biunivoca di P(x) in x. Per ogni y e P(x) vale owiamente: 
o f(y) g y ovvero f(y) £ y. Si defmisca ora la classe z (servendosi dell’usuale 
operatore di astrazione) cosi: 

{z={w/Ely(y£ P(x) & f(y) = w & w £ y} ; 

chiaramente z e P(x) : e quindi esistera un elemento ye x per cui f(z) = y. Si 
chiede: ye z ovvero il contrario, cioe f(z)ez ovvero il contrario? Non sfugga 
l’analogia con il meccanismo dell’antinomia di Russell 15 ; sia f(z)g z : allora y e uno 
di quegli elementi di x che, per defmizione di z, appartiene a z; viceversa sia 
f(z)ez : allora y essendo un elemento dell’insieme di cui e immagine per la f, f(z) 
sempre per definizione non pud appartenere a z. Dalla contraddizione segue che non 
esiste alcuna rappresentazione f di P(x) in x. La dimostrazione si impernia sulla 
definizione di z, resa possibile dal principio di comprensione (o da una adeguata 
relativizzazione, come si vedra in P. IV) dato che z e 1’insieme di tutti e soli quei w 
che soddisfano la condizione “il sottoinsieme di x di cui w e immagine per la f 
non contiene w come proprio elemento”. Ma allora z viene proprio definito 



facendo riferimento a una totalita, quella dei sottoinsiemi di x, alia quale z stesso 
appartiene, cioe viene definito mediante una condizione che implicitamente gia lo 
presuppone e quindi, in un certo senso, attraverso se stesso 16 . Pure si osservi che la 
critica predicativista colpisce qui proprio il punto cruciale che permetteva a Cantor di 
edificare la gerarchia esponenziale dei numeri cardinali transfmiti. La riduzione 
predicativista si pud presentare, piu precisamente, cosi: mentre dal punto di vista 
realista tutti gli insiemi infmiti si considerano dotati di esistenza “indipendente”, tale 
esistenza viene conferita dai predicativisti solo all’insieme N dei numeri naturali, 
con il rifiuto sistematico dell’uso di concetti quale quello di classe o di funzione 
qualunque di numeri naturali (e a fortiori, di entita superiori), accettando di parlare di 
insiemi solo nella misura in cui sia possibile defmirli predicativamente: piu 
precisamente, sviluppando idee gia di Richard e Poincare, si richiede che in tutte le 
espressioni che li definiscono i quantificatori (cioe gli operatori: “per tutti”, “esistere 
almeno”, etc.) varino solo sull’insieme di tutti gli insiemi gia defmiti. Prescindendo 
dalle differenti realizzazioni (sistema dei “Principia”, sistema di Weyl in “das 
Kontinuum”, etc.) in cui il predicativismo si e articolato, si pud precisare l’idea di cui 
sopra facendo riferimento alia cosiddetta struttura ramificata dei gradi che si pud 
pensare descritta dai sistemi predicativisti. Piu precisamente si definisce < A a g a > 
per induzione sulla ordinale a : A 0 sia una determinata collezione di entita. Quindi: 
A a+1 = A a u { l’insieme di tutti i sottoinsiemi di Aa che 

sono definiti da formule del 
linguaggio L(S) di un 
sistema S predicativista, le 
cui variabili variano su Aa 
e le sue costanti stanno per 
particolari elementi di Aa 

KJ 

Ax = } Ap ( X ordinale limite) 

Con la restrizione: X e un ordinale ricorsivo 17 . Infine g a non e altro che la relazione 
g ristretta ad A a . Detto X il piu piccolo ordinale non ricorsivo, si ha: 

~ «.V* **, che rappresenta l’insieme di tutti i sottoinsiemi di N definiti da 

espressioni iperaritmetiche. A-/ infine non e definito predicativisticamente, perche X 
non lo e. Questo punto e di primaria importanza. Ponendosi A 0 = N insieme dei 
numeri naturali (il che e ovviamente ammissibile dal punto di vista predicativista), 
con la gerarchia degli A a si viene praticamente a vedere quanti elementi del 
continuo (sottoinsieme dell’insieme dei numeri naturali) siano ammissibili dal punto 
di vista predicativista. Agevolmente si nota che non percorrendosi nemmeno 

completamente la II classe di numeri ( X infatti e un ordinale numerabile - cfr P. 

IV), in questo contesto il problema cantoriano sfuma, dato che, parlando 
intuitivamente, la chiave del passaggio da N 0 a Ni sono gli ordinali non ricorsivi, 
proprio come la chiave del passaggio da n 0 a 2*° e rappresentata dai numeri 



trascendenti, mentre qui, invece, non si esce dal numerabile ne nella formazione dei 
sottoinsiemi di N, ne nella assegnazione degli indici a della gerarchia. Tuttavia il 
ragionamento di cui sopra permette di vedere sotto una luce particolare il problema 
del continuo stesso (benche questo si situi nel contesto platonistico) partendo dalla 
considerazione delTinsieme C come insieme potenza di N. L’obiettivo e quello i 
sostituire alTindeterminazione dell’insieme dei sottoinsiemi di un insieme dato (nella 
fattispecie N) una costruzione progressiva di tale insieme supponendo di aver 
formalizzato in L(S 1 ) (dove S 1 e sistema formale prescelto) tutte le possibili 
(relativamente al linguaggio e al sistema prescelto) definizioni di parti. Si richieda 
che L(S') abbia numero finito (o al piu infinito numerabile) di simboli primitivi 
(come del resto i linguaggi trattati in P. IV): un sottoinsieme di un insieme (nella 
fattispecie N) non sara effettivamente determinate che da una formula di L(S'), 

B(x) con x variabile libera intesa variare sull’insieme in questione (nel caso: N): il 
sottoinsieme sara costituito da tutti gli elementi nelTinsieme che soddisfano B(x). Si 
potranno dunque defmire tanti sottoinsiemi delTinsieme (nel caso: N) quante 
formule B(x) con x che varia sull’insieme in questione. Ma una formula B(x)none 
che un allineamento finito (anche senza un limite prefissato) di simboli L(S 1 ) 
prefissati: con un ragionamento esattamente analogo di quello a proposito delle 
definizioni dei numeri reali, si conclude che i sottoinsieme (di N) che vengono 
definiti dalle formule B(x) non possono sorpassare il numerabile. Il procedimento e, 
in via di principio, lo stesso della costruzione degli A di cui sopra. Tuttavia, come si 
e rimarcato, il sistema S e troppo debole, perche non mette a disposizione un 
numero sufficiente di ordinali. In P IV si sviluppera invece una gerarchia che non si 
ferma agli ordinali ricorsivi di essa, generalizzando la portata delfidea qui espressa, 
sara in grado di trattare alcune relazioni intercorrenti tra la ipotesi del continuo di 
Cantor e gli assiomi della teoria degli insiemi . Tale gerarchia (che mediante il 
procedimento di relativizzazione verra in P. IV trattata in ZP) fornira infine un 
modello in cui non solo CH, ma pura GCH viene ad essere soddisfatta (cfr. P. IV). 

4- Cenni sulle posizioni intuizioniste 

Dopo il paragrafo 3 a proposito delle posizioni predicativiste, per completezza diamo 
qui alcuni brevi cenni su quelle intuizioniste, con particolare riguardo alia trattazione 
intuizionista del continuo che, come gia accennato costituisce una realizzazione di un 
punto di vista diametralmente opposto a quello cantoriano. I predicativisti vedono le 
antinomie come un caso particolare delTimpredicativo; con un atteggiamento ancora 
piu radicale, gli intuizionisti (o meglio i cosiddetti neo-intuizionisti ai quali solo qui 
si fa diretto riferimento), in questi eredi di una rilevante tradizione matematica 19 , 
criticano Tuso illimitato della nozione di “infinito” nella teoria degli insiemi e 
individuano nelle antinomie soltanto il sintomo delTinadeguatezza della matematica 
usuale. Nella teoria degli insiemi il concetto di infinito attuale assume una rilevanza 
particolare proprio nella spiegazione del continuo, punto chiave a cui si riferiscono 
tanto Tanalisi che la geometria. Ma i queste due discipline il continuo viene accettato, 
per cosi dire, come un punto i partenza, mentre la teoria degli insiemi ambisce a 






spiegare la natura dl continuo servendosi di una via che appare un caso particolare di 
un metodo pm generale (insieme potenza, metodo diagonale, teorema di Cantor, etc.), 
un metodo che rappresenta uno dei pm forti strumenti della teoria degli insiemi. 

Come punto di partenza tale procedimento ha un aggregato discontinuo, l’insieme N 
di tutti i naturali ad esempio, che e esso pure un insieme infinito. Con tali mezzi 
Cantor credeva appunto di colmare l’abisso tra discreto e continuo (schematizzando: 
tra aritmetica e geometria), tra la natura discreta, individuale del numero neirambito 
combinatorio del contare e la natura continua, omogenea dello spazio neirambito 
analitico della misura). Tali passi tenendosene conto nelTatteggiamento intuizionista 
non sono piu possibili. 

Innanzitutto occorre richiamare fattenzione su alcuni aspetti generali 
dell’intuizionismo: a) logica: con le parole di Heyting" “l’idea che per la descrizione 
di qualche sorta di oggetti un’altra logica possa essere piu adeguata di quella usuale” 
non e affatto nuova; ma “Brouwer fu il primo a scoprire un oggetto che veramente 
richiede una diversa forma logica: la costruzione mentale matematica. La ragione e 
che in matematica ha a che fare, fin dalfinizio, con finfinito, mentre la logica 
ordinaria e fatta per ragionare attorno alle collezioni finite”. La posizione 
intuizionista si presenta come costruttivista: in essa una proposizione A pud infatti 
essere asserita se e solo se si sia in grado di realizzare 1 “costruzione” da essa intesa. 
Non ci soffermeremo in questa sede sul complicate problema di definire in modo 
esauriente che cosa si intenda per tale termine, ritenendo che, ai fini del discorso 
successivo, esso possa essere inteso in una accezione abbastanza intuitiva" . Di 
estremo interesse appare, sotto questa luce, riveder il significato degli usuali 
connettivi e quantificatori del calcolo logico. Cosi: -i A (negazione) pud essere 
assunta nella logica intuizionista quando, partendo dalla ipotesi di una avvenuta 
realizzazione della costruzione intesa da A, si sappia costruire una contraddizione; 
per A & B (congiunzione) la condizione di asseribilita risulta owia: cosi e per la 
altemativa A v B che pud awenire asserita se e solo se si pud asserire una delle due 
proposizioni che la compongono, se cioe si e in grado di realizzare almeno una delle 
due costruzioni in gioco. Questa interpretazione delf altemativa combinata con quella 
della negazione rende plausibile la non accettazione intuizionista del TND 
aristotelico ( A v -i A), dato che accettarlo infatti equivarrebbe ad accettare che, data 
una qualunque proposizione A, si e in grado di realizzare la costmzione intesa da A 
oppure di portare effettivamente a contraddizione Tipotesi di una tale realizzazione. 
Per quanto riguarda fimplicazione A—>B, essa pud venir asserita se e solo se si e in 
grado di realizzare la costmzione intesa da B ogni qualvolta che si disponga di una 
costruzione che realizza A » - . Collegando la interpretazione delfimplicazione 

con la negazione ci si rende pure subito conto del rifiuto intuizionista di accettare in 
generale la legge forte della doppia negazione ( -i -i A—>A). (Il rifiuto del TND e 
della doppia negazione forte sono naturalmente tra loro equivalenti). Immediata e 
infine f interpretazione dell’equivalenza (A<-*B); i quantificatori vengono poi cosi 
interpretati: A(x) esprime una proprieta di cui gli enti di un certo tipo possono in 
generale godere, 3 x A(x) pud venire asserito se e solo se si sa effettivamente 





indicare un’entita di quel tipo che gode della propriety indicata da A(x); V x A(x) si 
pud invece asserire se e solo se si sappia effettivamente, per ogni particolare ente di 
quel tipo che venga proposto, mostrare che esso gode di A(x)". 

b) metodologia : Heyting ha distinto due funzioni del metodo assiomatico" : una 
funzione “descrittiva” (sistemazione di una teoria relativa a certi enti matematici) e 
un funzione “creativa” (fondazione di una certa teoria). Per l’intuizionismo (almeno 
secondo Heyting) la funzione descrittiva del metodo assiomatico a esattamente la 
stessa rilevanza che essa ha nella matematica usuale. Viene invece limitata la portata 
della funzione creativa, piu precisamente l’intuizionismo rifiuta tutti quei sistemi 
assiomatici che sono usati in funzione creativa, senza che possano essere ricondotto a 
sistemazioni descrittive. Cosi i sistemi assiomatici geometrici potranno essere 
accettati, nonostante il loro carattere creativo, dato che possono venire concepiti 
come descrizioni e sistemazioni di conoscenza relative a certi enti matematici definiti 
in via meramente algebrica. Ma Heyting ben diversamente si esprime nel riguardo 
della teoria degli insiemi: “mentre... si conosceva negli altri casi un modello per gli 
assiomi, in certi casi (per es. geometria euclidea e aritmetica dei numeri naturali) 
attraverso una conoscenza prematematica, in altri casi (come nell’algebra) attraverso 
strutture matematiche.., la “metafisica” cantoriana si e rivelata a questo proposito 
inadeguata, dato che la teoria degli insiemi pre-assiomatica risulta contraddittoria. 
Senza contare che alcuni centrali risultati, come il teorema di Lowenheim-Skolem e il 
relativo paradosso evidenziano il fatto che pur presentandosi come teoria concreta, 
cioe come teoria che vuole descrivere degli oggetti matematici “realmente esistenti” 
(per esprimersi nella terminologia cara al realismo), una teoria assiomatica degli 
insiemi, nell’eventualita che ammetta il modello, ne viene ad ammettere certi altri 
“patologici” (cfr. P. IV). 

c) aritmetica : Brouwer aveva sottolineato la filiazione kantiana delle idee 
intuizioniste a proposito delFaritmetica“ ; e del resto noto come il programma 
intuizionista si presenti in una ideale continuita su questo punto con le celebri 
opinioni di L. Kroneker (1823-1891). 11 punto di riferimento e il sistema dei numeri 
naturali: “il principio di induzione completa (come strumento sia di defmizione che di 
inferenza)... e la vera ed unica forza della matematica, Fintuizione matematica 
capitale” 26 . Si osservi pero che mentre i predicativisti accettano Finfinito attuale, 
anche se al solo livello numerabile, i sistemi intuizionisti sono formulati in modo da 
non dover trattare la totalita dei numeri naturali. Cosi lo infinito attuale viene bandito 
in tutte le sue manifestazioni: solo la forma “potenziale” dell’infinito (cioe: la 
reiterazione indefmita di processi generatori) viene considerata come fornita di senso. 

5- Continuo e numeri reali nel sistema intuizionista. 

Su queste basi si pud ora delineare il continuo intuizionista (a cui si sono fatti 
precedentemente sporadici accenni). Gia Fischer e il Weyl di “Das Kontinuum” 
avevano obiettato che il continuo ottenuto coi metodi di cui alia P. I non e il continuo 
geometrico : ma e un continuo artefatto, un continuo aritmetico o meglio atomistico, 
perche, sostanzialmente, esso viene ottenuto come aggregato di punti, pensati come 




elementi primitivi ed intesi in certo qual modo come “atomi” (cfr. P. I paragrafo 10). 
Come si e gia accennato (P. I paragrafo 8 e seguenti) tali obiezioni sono sostenute da 
una lunga tradizione sia filosofica che matematica che si incentra sull’affermazione 
che la struttura del continuo pud venire intesa, non partendo dai punti, ma dal 
continuo stesso. Gia in Leibniz appare chiara la convinzione che i punti matematici 
sono mere modalita: dividendo un segmento in un numero arbitrariamente grande di 
parti, si ottiene sempre un segmento, a sua volta divisibile a volonta . I pretesi “punti 
indivisibili” appaiono soltanto come segni divisori tra un punto e l’altro, senza essere 
gli elementi costitutivi del continuo: esso costituisce una intuizione primitiva, 
strutturalmente irriducibile al punto: Facendo propria tale concezione' , gli 
intuizionisti fondono alia teoria del continuo geometrico una completa riformulazione 
del concetto di numero reale su quella base le cui caratteristiche generali sono state 
schizzate nel paragrafo precedente. Nella teoria degli insiemi il numero reale viene 
identificato come un particolare insieme di numeri naturali, cioe un sottoinsieme 
della totalita dei numeri naturali. Questo nella teoria intuizionista non e piu possibile. 
II numero reale verra definito mediante una successione di numeri naturali, piu 
precisamente, mediante una legge che coordini a ogni numero naturale n un numero 
naturale f(n): e chiaro che in questo contesto la seconda definizione non risulta piu 
equivalente alia prima. Per chiarire: si consideri un segmento reale chiuso (0,1). Si 
parta dall’intero segmento e lo si dimezzi: i segmenti residui vengano essi pure 
dimezzati, a cominciare, ad esempio, da quello posto a sinistra. I quattro segmenti 
residui, sempre a partire da sinistra, vengano di nuovo dimezzati, etc. 
Contemporaneamente si numerino queste dimidiazioni nell’ordine in cui esse si sono 
succedute: intuitivamente l’idea intuizionistica del continuo appare incentrata sulla 
“infinita reiterabilita della suddivisione”, in modo che il continuo viene ad apparire 
non gia, come nelle teorie esaminate nella P. I, “come un insieme attuale di numeri 
reali, quanto uno strumento di determinazione potenziale di numeri reali” : in 
quest’ordine di idee e perfettamente plausibile intendere la generazione di un numero 
reale come la costruzione di una successione (potenzialmente) infinita di intervalli 
ognuno dei quali e la meta del precedente. Tale generazione pud allora 
semplicemente venire descritta come una progressiva “discesa” lungo un ramo 
dell’albero in cui vengono disposti i processi di dimidiazione (numerati con numeri 
naturali) 



Tale discesa potenziale individua quindi una successione infinita di numeri naturali. 
In una descrizione meramente aritmetica si costruira per passi la successione dei 



numeri naturali come segue: passo o-esimo: come termine a 0 della successione e 
ammesso solo il numero 1; passo n+l-esimo : avendo gia ammesso la successione a 0 
. ..a n , si pud ammettere anche la successione a 0 a n , a n +i purche si prenda come 
a n +i o 2 a n o 2 a n + 1. Si ha cosi una libera scelta all’interno della enunciata legge di 
formazione delle successioni o legge di spiegamento . E’ poi possibile associare ad 
ogni dimidiazione la sua ordinaria scrittura razionale. Tale rappresentazione si 
consegue agevolmente mediante una legge di complementazione , che permette di 
associare alia successione a 0 a n , ammessa in conformity con la legge di 
spiegamento, il numero razionale (2 (a n - 2 n ) + 1) / 2 n+1 32 . Attraverso le due 
summenzionate leggi, si ha dunque il dispiegamento delle successioni 
indefinitamente perseguibili di numeri razionali (al posto delle precedenti di numeri 
naturali) che forniscono i generatori canonici di numeri reali delTintervallo (0,1) (si 
ricordi che nella teoria intuizionista il generatore di numero reale non e altro che il 
rafforzamento intuizionista della successione convergente di numeri razionali) . Il 
procedimento teste trattato pud essere agevolmente generalizzato: al fine di dominare 
costruttivamente delle successioni indefinitamente proseguibili di entita prefissate (le 
quali ovviamente potranno essere entita qualsiasi e non solo razionali) non e 
necessario fissare per tutte un unico numero naturale di partenza (passo o-esimo), ne 
fissare la scelta al passo n+l-esimo tra due sole possibility. La generalizzazione 
consiste dunque nelTammettere un numero (finito) maggiore di numeri naturali sia 
come possibili punti di partenza sia come possibili prosieguimenti. Infme la 
generalizzazione potra anche riguardare la ammissione di infinite possibility di 
partenza come di prosieguimento purche le condizioni attraverso cui queste vengono 
introdotte siano effettivamente costruttive. Non seguiremo piu nei dettagli una 
costruzione intuizionista dei numeri reali. Bastera infme osservare che in tale 
continuo si possono ridefinire le relazioni di eguaglianza, i ordine, etc. Tuttavia la 
gamma di tali relazioni appare molto piu vasta che nel continuo della matematica 
tradizionale. Cosi e, per esempio, possibile nel continuo intuizionista distinguere il 
subcontinuo dei numeri positivi, il subcontinuo dei numeri negativi, e quello dei 
numeri che “coincidono” con lo zero: “ma non e affatto vero che l’intero continuo sia 
composto di... questi tre continui, nel senso che ogni numero debba appartenere a un 
numero di questi tre. Trova cosi - ha infme osservato il Weyf 4 - una formulazione 
matematica precisa, una vecchia verita espressa da Aristotele “cio che si muove non 
si muove contando”. Con il che si osserva come gli intuizionisti tendano a presentare 
la loro spiegazione del continuo a) come la piu adeguata a una idea generale del 
continuo, b) come strettamente rispondente alle esigenze di una considerazione 
costruttivista della matematica (che gia le parole di Kant caratterizzano come: “quella 
conoscenza... che la ragione ricava dalla costruzione dei concetti”) . Come si deve 
interpretare quindi la contrapposizione di tale spiegazione a quella in chiave di teoria 
degli insiemi? Bastera qui accennare al fatto che nelle loro formulazioni storiche 
(Brouwer, rispettivamente Cantor), pur divergendo totalmente, sia Luna che l’altra 
posizione peccano, nell’aspirazione a presentare del continuo la spiegazione unica ed 
esaustiva, di una assolutezza di tipo dogmatico e metafisico. Alla fine di P. V, 




rivedendo tutto il cammino percorso si accennera alia possibility di una valutazione 
della cosa che tenga conto sia del contributo platonista che di quello costruttivista. 



PARTE QUARTA 

PROBLEMA DEL CONTINUO E TEORIE ASSIOMATICHE DEGLIINSIEMI. 


In questa parte si considera il problema del continuo relativamente ad alcune teorie 
assiomatiche degli insiemi. Tale parte e divisa in quattro sezioni, trattanti 
rispettivamente: A) la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel-Skolem (ZF); B) la 
coerenza della ipotesi generalizzata del continuo (GCH) e del principio di scelta (AC) 
con gli assiomi ZF; C) Tindipendenza della ipotesi del continuo (CH) e del principio 
di scelta dagli assiomi di ZF; D) le relazioni intercorrenti tra ipotesi del continuo e i 
cosiddetti “assiomi forti dello infmito” 

SEZIONE A: Generality sulla teoria Zermelo-Fraenkel-Skolem (ZF). 

1- Revisione del realismo. 

Innanzitutto sembra opportuno caratterizzare filosoficamente il recupero assiomatico 
della teoria cantoriana del transfmito e individuare le relazioni che intercorrono tra 
esso e la problematica dei fondamenti della matematica. Per avere un quadro generale 
della questione, seguendo una traccia di G. Kreisel 1 delineiamo in questo modo il 
senso del termine “esperienza matematica”, distinguendone tre elementi: a) essa verte 
intorno a propri oggetti; b) il processo insito nella attivita matematica tende a 
presentarli come astratti; c) la trattazione, la comunicazione, etc. delle propriety e 
relazioni ad essi inerenti avviene mediante l’uso di simboli concreti . 

Non si conferisca, per ora un significato particolare ai termini qui impiegati e si veda, 
sommariamente, la problematica generale dei “fondamenti della matematica” come 
“analisi della esperienza matematica presa come un tutto (o almeno di una ampia 
porzione di essa)” : schematicamente si puo dire che, a seconda di come si valutano 
gli elementi a), b), c), nelle loro reciproche relazioni, si possono avere posizioni 
notevolmente diverse riguardo ai fondamenti della matematica. In piena luce balzano 



innanzitutto quesiti del tipo: quale di tali elementi riveste un carattere primario, e 
quale un carattere sussidiario? E piu specificatamente: quali regole “grammaticali” 
portano a espressioni sensate? Quali processi dimostrativi sono validi? Cosa si pud 
intendere, alio stato attuale delle ricerche, come “evidenza matematica”?, etc. Si 
ritrovano qui riformulate, a un livello di generalizzazione piu ampio, quelle stesse 
domande che sorgevano spontanee tratteggiando l’opposizione tra “continuo 
atomistico” e “continuo geometrico”. In generale si individuano due indirizzi : quello 
“platonista” e quello che (genericamente) pud dirsi “costruttivista”, che ammette 
diverse varianti (a due delle quali, predicativismo e intuizionismo si e fatto cenno 
nella P. III). Preme ora ritornare al primo di questi due indirizzi. “Realista” e 
“platonista” e stata giudicata (nella P. II) - con le debite restrizioni ai termini - la 
posizione di Cantor, e , piu in generale, ogni posizione che accetti l’intera teoria del 
transfinito, caratterizzata, come si e osservato, dalEapplicazione del principio del 
terzo escluso a molteplicita infinite e dal passaggio dalle considerazioni relative alia 
infinita potenziale a quella dell’infinito attuale. Naturalmente, una prospettiva 
platonista (per cui, come diceva esemplarmente Hermite 4 si vedono “i numeri e le 
funzioni della analisi non come prodotto arbitrario del nostro spirito... ma come 
esistenti fuori di noi, con lo steso carattere di necessity delle cose della realta 
oggettiva”, a priori e assai piu ampia della riduzione del corrente patrimonio 
matematico alia teoria degli insiemi. Pure la espressione attuale di tale “platonismo” 
si e storicamente realizzata proprio mediante una riduzione di tale genere. II punto di 
partenza (come si e osservato nella P. I) e stato rappresentato proprio dalla 
risoluzione del problema (ereditato dalla matematica greca) dei rapporti tra il discreto 
(numeri naturali) e il continuo (numeri reali) attraverso una riduzione della analisi 
alia aritmetica effettuata nello ambito della teoria degli insiemi. Il problema del 
continuo di Cantor ha qui la sua origine, mentre, d’altro lato assume rilievo sempre 
centrale nell’intera teoria del transfinito (cfr. P. II). E’ quindi necessario, dato che 
essa costituisce l’ambito per cosi dire “naturale” in cui si situa il problema di cui ci si 
sta occupando, riesaminare i caratteri generali di questa concezione, tenendo conto 
sia della “crisi” delle antinomie che dell’affermazione di indirizzi sostanzialmente 
differenti. Consideriamo tre aspetti incrociati dell’attuale realismo matematico 5 : a) la 
natura che esso conferisce agli oggetti matematici; b) la questione della riduzione 
delle nozioni dello usuale patrimonio matematico a nozioni primitive della teoria 
degli insiemi; c) la distinzioni da forme piu tradizionali di realismo. Per a): questo 
carattere e stato piu volte precedentemente trattato. Qui lo si pud riassumere 
individuandone il nucleo centrale in una “credenza in una verita oggettiva dei teoremi 
matematici”, a sua volta basata su “una credenza della esistenza oggettiva degli enti 
matematici” 6 . Da cio si deve passare a fondare tale oggettivita della matematica su 
una esistenza oggettiva nel mondo “esterno” degli oggetti matematici stessi? A priori 
tale passo non appare conseguenza necessaria deH’atteggiamento realista. La risposta 
del problema e, in certo senso, risposta anche alia questione di come le teorie 
matematiche “pure” possano trovare una applicazione alia descrizione del mondo 
esterno. Una discussione dettagliata di questo mondo di problemi porterebbe, rispetto 
alfoggetto in questione, in un campo troppo ampio; bastera qui riaccennare alia 



distinzione di Cantor di differenti livelli neH’attribuire realta oggettiva agli enti 
matematici, cioe realta immanente e transiente; il suo realismo ha come sua prima e 
immediata garanzia solo la prima e la mediazione tra le due e prospettata come n 
compito (non meramente matematico) che si realizza di pari passo con lo sviluppo 
storico deU’intero sapere scientifico (cfr. P. II, paragrafo 8). 

Per b): sotto questa prospettiva il problema dei fondamenti diviene, detto in maniera 
semplificata, l’analisi della esperienza matematica in termini delle nozioni della 
teoria degli insiemi. Insiemi e relazione di appartenenza sono gli elementi basilari in 
termini dei quali si pud rispondere a domande come: cosa sono i numeri naturali? 
Oppure: cosa e il continuo lineare? etc. Il contatto con il realismo matematico si 
rivela qui, naturalmente, nello ammettere come valide le assunzioni esistenziali della 
teoria degli insiemi. Sorge naturalmente la domanda se ci possano essere delle 
limitazioni all’analisi della esperienza matematica in chiave di teoria degli insiemi. 
Nozioni “intuitive” che possono soddisfare enunciazioni generalmente considerate 
come “verita” matematiche, non potrebbero risultare non traducibili nel linguaggio 
insiemistico? Per riprendere l’esempio del continuo, si possono vedere sotto questa 
luce gia le obiezioni alia concezione aritmetico-atomistica di esso (di cui alle parti 
precedenti). Ma c’e di piu: si ammetta che la ricostruzione teorica (i cui tratti 
essenziali verranno delineati in seguito) non sia in grado di decidere alcune questioni 
considerate centrali in qualche teoria intuitiva: lo stacco dal livello intuitivo si fa piu 
marcato. Quale valutazione darne? In altri termini, in che senso si potra considerare 
significativa la esperienza matematica rispetto a una ricostruzione teorica che ne lasci 
inspiegata una parte? Proprio con la teoria degli insiemi, si noti, si giunge al cuore 
della questione, dato che il ruolo di “teoria fondante” che le viene conferito. Tale 
“fondazione”, “ricostruzione”, etc. che dir si voglia, o piu semplicemente, tale 
“analisi della esperienza matematica” non pud essere compiuta mediante la teoria 
cantoriana, ma occorre una teoria insiemistica che soddisfi certi requisiti, dia delle 
garanzie: essa ha quindi, tra i suoi primi compiti, quello di rimettere in piedi senza 
pericolo di antinomie, Tedificio cantoriano stesso. Ora quella dicotomia a cui poche 
righe piu sopra si accenna, non pud gia apparire in questo passo? La risposta e, come 
si osservera, affermativa. Con queste ultime considerazioni, si e giunti anche 
all’aspetto c) della questione. Il realismo matematico a cui si fara per tutta questa 
parte riferimento, se da una parte ambisce a controllare il medesimo mondo della 
teoria cantoriana, non e piu il realismo ingenuo (naturalmente “ingenuo” e qui inteso 
nella primitiva teoria cantoriana degli insiemi). Parlando rozzamente, il realismo 
soprawive alia crisi delle antinomie anche se, per cosi dire, cambia pelle. Preso atto, 
infatti, che il vizio centrale della teoria ingenua di Cantor consiste nell’assumere che 
a ogni condizione debba corrispondere una certa entita, cioe Tinsieme di tutti gli 
oggetti che soddisfano a tale condizione, ci si chiede se restringendo la portata di tale 
“principio di comprensione” non si possano avere sistemi liberi da antinomie e in 
grado ancora di ricostituire la matematica classica in maniera soddisfacente. Quali 
sono alcuni dei principali punto di riferimento di questo realismo “controllato” nello 
sviluppo sistematico della teoria? Innanzitutto: 1) si parte da un linguaggio base (con 
un’interpretazione) cioe il linguaggio della logica dei predicati (del primo ordine e di 




ordine superiore). Uno dei piu notevoli risultati della ricerca logica che va dai lavori 
di Frege ai “Principia” di Russell e di Whitehead e infatti Paver messo bene in luce 
come una grandissima parte di proprieta degli oggetti matematici che appaiono 
significative, possono essere espresse in questo linguaggio: il che, tra l’altro pud 
apparire assai sorprendente, dal momento che questo linguaggio ha una ben 
determinata grammatica mentre a prima vista la pratica comune nella stessa 
matematica sembra richiedere la complessita del linguaggio usuale come un che di 
essenziale per il proprio potere espressivo. Soprattutto 2) una certa determinatezza 
nelle assunzioni esistenziali. Per esempio nella originale teoria zermeliana (1908) il 
principio di comprensione viene sostituito da u certo gruppo di assiomi che 
rappresentano una particolare relativizzazione del principio di comprensione stesso. 

2- Generality sul metodo assiomatico - sintassi e semantica. 

n 

Il metodo assiomatico ha, come noto, origini classiche, basta ricordare gli 
“Elementi” di Euclide. Ma la assiomatica antica ha un carattere prettamente intuitivo ; 
le proposizioni di una teoria vengono poste in dipendenza deduttiva dalle 
proposizioni iniziali che si ammette concementi certe realta e come per se evidenti. 

E’ solo con la svolta del secolo XIX, sostanzialmente (si pensi alia rilevanza, in tale 
senso, della scoperta delle geometrie non - euclidee) che si ha una fase della 
assiomatica qualificabile come astratta, nel senso che gli assiomi non risultano piu 
proposizioni di per se evidenti, ma proposizioni da considerare unicamente per quel 
che dicono. Essi sono sempre considerati come proposizioni fornite di senso nella 
lingua ordinaria e non si esclude che possano essere applicati a diverse categorie di 
oggetti, purche questi soddisfino alle relazioni astratte in essi definite. A questa fase 
si possono ascrivere l’assiomatizzazione di Peano della teoria dei numeri, quella della 
geometria euclidea di Hilbert, la stesa teoria originale di Zermelo. 

Tuttavia si pud andare oltre: si pud non conferire alcun contenuto intuitivo ai concetti 
primitivi e la stesa logica adoperata nel sistema pud venire esplicitata inoltre sotto 
forma di assiomi logici e regole di inferenza. In questa fase formale della assiomatica, 
un assioma (o un teorema) pud essere visto sotto due differenti prospettive: come una 
espressione , cioe come un allineamento finito di simboli, un oggetto cioe che appare 
sulla carta quando si scrive seguendo certe istruzioni, o come il significato di tale 
espressione, cioe, intuitivamente quel “fatto” che si vuole appunto esprimere e 
comunicare servendosi di quel dato allineamento di simboli. Lo studio di assiomi e 
teoremi di un sistema come espressioni, costituisce la loro sintassi , quello del loro 
significato costituisce la loro semantica . 

Per quanto riguarda le considerazioni sintattiche, e bene introdurre la nozione di 
sistema formale : sinteticamente, si pud dire che e la parte sintattica di un sistema 
assiomatico. La prima parte di un sistema formale e il suo linguaggio : come gia 
precedentemente osservato, varie ragioni spingono alia creazione di linguaggi 
artificiali. In ogni caso, anche se si usasse il linguaggio comune, occorre innanzitutto, 
per specificare tale linguaggio, specificame i simboli , ricordando che un linguaggio 
artificiale pud anche avere un numero infmito di simboli. Si formano poi delle 




espressioni ., cioe allineamenti finiti di simboli. Molte di queste espressioni sono senza 
significato: intuitivamente, occorre scegliere tra queste solo quelle che possono essere 
considerate come asserenti un qualche fatto, espressioni che saranno dette formule 
del linguaggio. La specificazione dei simboli e delle formule viene determinata da 
precise regole, il che rende il linguaggio un oggetto meramente sintattico, dato che, 
naturalmente, pur ammettendo che il linguaggio in questione abbia uno (o piu) 
significati, il significato non e considerato come arte del linguaggio. Una parte 
successiva del sistema formale consiste degli assiomi : essi non sono altro che 
particolari formule del linguaggio del sistema. Una terza parte del sistema formale e 
quella costituita dalle regole di inferenza : ciascuna di esse stabilisce che sotto certe 
condizioni una formula, chiamata conclusione della regola, pud essere dedotta da 
certe altre formule, dette ipotesi della regola. Dato un insieme K di formule del 
sistema e detto A l’insieme degli insieme degli assiomi, si dice allora che una 
successione finita di certe formule del linguaggio del sistema costituisce una 
derivazione da K se ciascuna di esse e a) un assioma; b) un elemento di K; c) una 
conclusione da formule precedenti nella successione mediante la applicazione di una 
regola di interferenza . Va inoltre notato che ogni regola ammessa nel sistema e 
effettiva ossia si pud sempre decidere in un numero finito di passi se si e applicata o 
no una certa regola. 

L’ultima formula J della successione e detta derivabile da K. Se K e vuoto, si parla 
infine di dimostrazione e J si dice allora teorema formale . Occorre osservare che i 
concetti di derivazione e dimostrazione riposano sul concetto di regola, intesa come 
pura prescrizione intomo alia esecuzione di una certa trasformazione di un numero 
finito di complessi segnici. Il processo deduttivo assume cosi un aspetto meramente 
calcolistico. Tuttavia (ed e appunto il caso della teoria degli insiemi e in particolare 
della esplorazione del continuo con mezzi insiemistici), l’interesse e volto a studiare 
un sistema formale i cui insiemi di proposizioni si presentano, per cosi dire, come la 
controparte di proposizioni usualmente considerate come vere in una certa teoria 
intuitiva: nulla, a priori, dice che queste ultime proposizioni coincidano con le 
proposizioni formalmente dimostrabili da qualche insieme di assiomi. Il passaggio 
dalla teoria intuitiva ai cosiddetti “formalismi” si pud pensare articolato in due 
distinti passi: a) traduzione in un particolare linguaggio logico della teoria in 
questione, con una completa esplicitazione dei concetti fondamentali di essa; b) 
determinazione, alio intemo di tale formalizzazione, di un insieme A di assiomi 
specifici della teoria. Relativamente ad a): appare particolarmente significativo quello 
insieme di proposizioni che non sono altro che la traduzione formale delle 
proposizioni usualmente considerate come vere nella teoria intuitiva. Si suole 
denotare tale insieme come insieme delle proposizioni valide . Relativamente a b): 
l’interesse e ora rivolto all’insieme delle proposizioni dimostrabili partendo da A e 
servendosi di un ben preciso apparato logico (assiomi logici e regole di inferenza). 
Quali rapporti intercorrono tra questi due insiemi di proposizioni della teoria, una 
volta che questa venga formalizzata? Innanzitutto si deve soddisfare la cosiddetta 
condizione di validita : cioe che V insieme delle proposizioni valide di una teoria T 
risulti chiuso rispetto alia derivabilita, cioe che ogni proposizione derivabile da 



proposizioni valide mediante regole di inferenza risulti essa stessa valida. A questo 
punto divengono di primo interesse le considerazioni semantiche, soprattutto quando 
si tenga presente che una teoria formalizzata e di solito strutturata alio scopo di 
trattare in maniera adeguata qualche teoria intuitiva e che se e in qual grado tale 
scopo venga raggiunto, lo si determina proprio assegnando una interpretazione alia 
teoria formalizzata, mediante apposite regole di interpretazione che possono essere di 
vario genere e la cui funzione comune e di attribuire a ogni proposizione della teoria 
formalizzata un significato tale che questa venga trasformata in un “enunciato”, cioe 
in qualcosa di cui abbia senso dire “e vero” oppure “e falso”. 

Tarski mostro che tutte le nozioni semantiche possono essere ridotte a una nozione 
fondamentale, quella del valore di una formula. Esso viene fissato per induzione sulla 
complessita della formula stessa. Si perviene cosi al concetto di modello di un 
insieme di proposizioni K: un modello e costituito da un insieme non vuoto M 
(universo) per cui: a) si ammette che le variabili di K varino su M; b) si danno 
regole di designazione cioe delle correlazioni di particolari elementi di M alle 
costanti di K, di relazioni definite in M ai predicati di K; c) ogni proposizione di 
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K vale in M . Una fondamentale nozione semantica e quella di conseguenza logica . 
Si dice che una proposizione J e conseguenza logica di un insieme K di 
proposizioni se J e vera in tutte le strutture in cui le proposizioni di K sono vere, 
cioe se in ogni modello di K, J assume il valore “vero” (per “struttura” si intende un 
insieme con operazioni e relazioni sugli elementi degli insiemi). Si vengono cosi a 
dare due distinte “traduzioni” della frase - usuale nella prassi matematica - “dalle 

premesse K segue J”; una sintattica (derivabilita: in simboli Kh J) dice 
esemplarmente che basta maneggiare secondo alcune regole gli elementi di K per 
ottenere J; Taltra, semantica (conseguenza logica: in simboli U- J ), dice invece 
che in ogni mondo possibile in cui siano vere le proposizioni di K e vera anche J 9 . 
Nasce quindi il problema della trattazione della conseguenza logica i termini di 
derivazione; il problema di sostituire, cioe, a quel “nesso” semantico tra K e J, delle 
manipolazioni di simboli e di allineamenti di simboli restanti in ambito strettamente 
sintattico. In che misura tale passo e concesso? Mentre il fatto che J sia derivabile da 
K implica sempre che J sia conseguenza logica di K (condizione di validita), 
l’inverso si verifica solo nelle teorie formalizzate elementari (Godel 1930); se si 
passa a una logica di ordina superore cio non vale piu (Godel 1931). Le nozioni 
semantiche qui introdotte, potrebbero, in maniera opportuna, essere estese a ordini 
superiori: ma per questi ultimi non sembrano adeguate regole di dimostrazione e 
quindi la nozione semantica di conseguenza e Tunica che si possa usare in 
riferimento ad essi. 

3- Adeguatezza degli assiomi e garanzie formali. La teoria di Zermelo e la struttura 
cumulativa dei tipi. 

Weyl cosi mette in luce 10 il carattere proprio del metodo assiomatico: “esso consiste 
semplicemente nel fare una raccolta completa dei concetti e dei fatti fondamentali dai 
quali si possano derivare tutti i concetti e tutti i teoremi di una scienza, per mezzo, 







rispettivamente, di definizioni e deduzioni... Cio che si suppone di potere dedurre 
degli assiomi sono le proposizioni generali, vere e pertinenti”. Ma nella concezione 
attuale, svincolata dalla considerazione degli assiomi come verita per se evidenti, un 
sistema assiomatico non risulta affatto determinate in maniera diretta dalla disciplina 
interessata. Gia Hilbert nei suoi studi sui fondamenti della geometria, aveva osservato 
il carattere apparentemente “libero” della scelta delle relazioni e dei fatti 
fondamentali, riconoscendo che il problema di differenziare le nozioni 
essenzialmente originarie da quelle essenzialmente derivate andava affrontato non in 
sede strettamente tecnica, ma nel quadro di una valutazione generale della disciplina 
in questione non senza il riferimento a una concezione filosofica della scienza (nella 
fattispecie ispirata ad una particolare interpretazione del criticismo kantiano). Alla 
deduzione formale dei teoremi nello sviluppo della teoria assiomatica, si pud 
contrapporre quindi il problema della “deduzione informale” degli assiomi, ovverosia 
la scelta di questi punti di partenza su cui imperniare tutta la teoria. Innanzitutto 
occorre osservare che in tale concezione della esposizione deduttiva, la particolare 
visuale sotto la quale si considerano gli oggetti matematici in questione incide 
essenzialmente all’inizio (posizione degli assiomi, determinazione del particolare 
linguaggio, etc.) mentre il resto e sviluppo delle idee iniziali. In secondo logo si 
riportino queste considerazioni alia teoria degli insiemi: nell’accezione intuitiva (P. 
II) un insieme non e altro che una collezione di oggetti. Questi oggetti possono essere 
numeri, funzioni, oggetti fisici, oppure altri insiemi. Possono, come in Bolzano, 
essere, al limite, delle molteplicita garantite a una base metafisica; ovvero possono 
derivare dalla considerazione di tutti quegli enti di cui si predica il medesimo 
concetto (come il termine “Inbegriff” del resto sta a indicare); infine il matematico, 
specie se interessato a ricerche di geometria o di analisi, guardera agli insiemi come a 
collezioni di particolari enti matematici (punti su una retta, numeri reali, etc.). Porre 
degli assiomi per una tale teoria cosa significa? Significa tentare una “traduzione” 
assiomatico-formale” di una nozione intuitiva tra le piu ampie e controverse 11 : in 
questa traduzione entrambi i poli, quello della “deduzione informale” come quello 
dello “sviluppo formale” hanno da essere ovviamente tenuti presente. A una teoria 
assiomatica degli insiemi si richiedera dunque, per cosi dire una doppia adeguatezza: 
relativa alle garanzie formali (per es. assenza di contraddizioni) e relativa a una 
nozione generale di insiemi atta a soddisfare tuta una serie di esigenze relativa ala 
sistemazione della esperienza matematica, in modo da poter enucleare, in un contesto 
appieno controllato dagli strumenti logici, caratteristiche salienti della concezione 
intuitiva di insieme. La stessa teoria cantoriana appare formalmente inadeguata: si 
pensi alle antinomie logiche derivanti dal fatto che non viene posta alcuna restrizione 
al principio di comprensione. Ma si puo vedere la cosa anche dal punto di vista della 
adeguatezza materiale: la trattazione cantoriana cioe, appare anche in questo senso 
inadeguata, appena si esamina il meccanismo interno delle antinomie: tale 
meccanismo (che esibisce poi la contraddizione formale) viene ammesso dalla 
“descrizione” cantoriana anche se esso non sembra affatto “implicito” nella nozione 
intuitiva di insieme. Allora riformulare assiomaticamente la teoria degli insiemi, 
significa non solo evitare delle contraddizioni formali, ma definire implicitamente 



mediante gli assiomi, il concetto di insieme in maniera pm adeguata. Consideriamo il 
sistema originale di Zermelo (1908). In esso oltre ad altri assiomi compare il 
principio di isolamento (“Aussonderung”), che rappresenta una relativizzazione del 
principio di comprensione e che permette agevolmente di eliminare antinomie come 
quella di Russell. Tale principio suona cosi: per ogni insieme a e ogni predicato 
monadico A(x), che sia dotato di significato (Zermelo: “defmito”) per tutti gli 
elementi x di a , esiste Tinsieme che contiene esattamente quegli elementi x di a 
che soddisfano il predicato A(x). 

IL sistema zermeliano di assiomi, con Taggiunta dell’assioma di fondazione 
(“Fundierung”: Zermelo 1930), presenta due tratti caratteristici: esso asserisce 
l’esistenza di collezioni infinite ed impiega una sola relazione primitiva (la relazione 
di appartenenza). Da un punto di vista storico esso eredita la tradizione cantoriana e 
bene si inserisce in quella linea di indagini relative alia riduzione delle nozioni di 
numero naturale e di numero reale alia teoria degli insiemi (riduzione owiamente 
delle nozioni concrete, e non di strutture algebriche astratte, cfr P. I e P. II). Il sistema 
zermeliano “ ha un modello nella cosiddetta struttura cumulativa dei tipi ; essa pud 
essere intesa con una particolare precisazione al concetto di insieme. Denotiamo con 
R 0 una collezione di individui, cioe di oggetti x che soddisfino alia condizione Vy ( 
y £ x) (R 0 pud essere vuoto). Si considerino ora le due operazioni insiemistiche di 
passaggio all’insieme potenza e alTinsieme somma di un insieme x dato, e si 
pensino ancora una volta gli ordinali come indici di un processo iterativo di certe 
operazioni; piu precisamente si ponga: 

Rft « U r 

R a+ i = R a u P (R a ) per ogni a e ^ per ogni ordinale limite |3 . il 

tipo di un insieme x e il piu piccolo ordinale a tale che xe R. Tale gerarchia unita 
alia relazione di appartenenza costituisce appunto la struttura cumulativa dei tipi dati 
qui, si badi, in via puramente informale. Ora si consideri e a come relazione e 
ristretta a R a , cioe Tinsieme delle coppie ordinate <x, y> tali che x e y 
appartengano a R a e vale x g y. In questo ordine di idee, si chiarisce bene come 
funzioni la relativizzazione del principio cantoriano di comprensione agli assiomi 
zermeliani, in particolare, all’assioma di isolamento. 

Si formulino cosi: 

(i) VA 3 y V x (x e y o A(x)) (Principio di comprensione) 

(ii) VAV a 3 y V x (xGyHxea & A(x)) (Isolamento) 

Si vede immediatamente che la (i) e falsa nella struttura < R a , e a > per ogni a; 
mentre nella stessa struttura e vera la (ii). Questo significa che la “riduzione” 
rappresentata dal passaggio dalla (i) alia (ii) e naturale intendendo la nozione di 
insieme nel senso della teoria cumulativa dei tipi.. 

4- Coerenza, completezza, categoricita, indipendenza. 

Prima di proseguire nella indagine relativa ad adeguati assiomi per una teoria 
assiomatica degli insiemi che conservino il cantoriano “salto”, cantoriano nel 





transfinito, e bene dare qualche cenno ai requisiti formali richiesti in generale ad un 
sistema assiomatico. Ci limitiamo a sistemi (teorie) formalizzati nella logica dei 
predicati del I ordine con l’identita, cioe ai cosiddetti sistemi (teorie) formali 
elementari, con l’avvertenza che non tutte le proprieta godute da tali sistemi (teorie) 
sono estendibili a sistemi (teorie) di ordine piu elevato. Si e accennato innanzitutto al 
fatto che un sistema deve essere esente da contraddizione. II concetto di non- 
contraddittorieta o coerenza pud venire precisato come segue, ricordando la 
distinzione tra una teoria formalizzata (descritta dall’insieme delle proposizioni 
valide) e un sistema assiomatico-formale (descritto dall’insieme delle proposizioni 
dimostrabili): una teoria formalizzata (un sistema assiomatico) T verra detta 
formalmente coerente se esiste almeno una proposizione formulabile in T che non 
sia valida (dimostrabile) in T, altrimenti formalmente incoerente . Se T e una teoria 
elementare (ma non solo in questo caso) la sua coerenza formale implica che non ci 
sia alcun enunciato J di T tale che sia J che -i J siano validi (dimostrabili) in T. 
Una classe di formule K di un dato sistema e detta sintatticamente ( semanticamente) 
coerente se esiste almeno una formula di questo sistema che non sia derivabile da 
(conseguenza logica di) K. Ne segue che la classe degli assiomi non logici di un 
sistema formale coerente e sintatticamente coerente. Un sistema assiomatico ha un 
modello se e solo se la classe degli assiomi non logici e semanticamente coerente. 
D’altro canto e chiaro che una classe di formula K semanticamente coerente e pure 
sintatticamente coerente. Ne risulta che se un sistema formale ha un modello, esso e 
formalmente coerente e per le teorie elementari vale anche 1’in verso. Si e cosi 
stabilita una connessione tra la coerenza di una certa teoria e i suoi modelli. Infatti un 
metodo per provare tale coerenza formale potrebbe essere il dimostrare nella 
metateoria che essa possiede un modello; ma una tale prova di coerenza potrebbe 
pero essere considerata come assoluta solo se la sua metateoria risultasse 
assolutamente fondata. Ma per certe teorie, come la teoria dei numeri, la analisi e la 
teoria degli insiemi, appare senza speranza il trovare una metateoria che non sia 
“sospetta” almeno quanto le teorie stesse; una metateoria della teoria degli insiemi 
(ad esempio) fa ancora abbondante uso di concetti insiemistici (cfr. il paragrafo 
precedente). Si noti che fu proprio per ragioni di questo genere che Hilbert si rivolse 
(1921 seg.) al differente metodo della “metamatematica”, il cui primo compito di 
questa appariva quello di mostrare la coerenza della aritmetica elementare, intesa 
come prima gradino di un edificio piu complesso ; a questo fine si osservi che Hilbert 
accettava restrizioni care agli intuizionisti (spingendosi anzi piu oltre, dato che si 
tratta di manipolazioni assai semplici - di carattere combinatorio - sui segni con cui 
si formalizza la aritmetica elementare); ma d’altro canto il finitismo hilbertiano - al 
contrario delle restrizioni intuizionistiche - aveva essenzialmente un carattere 
strumentale, che si trattava non solo di essere garantiti nella maniera piu assoluta 
dalle antinomie, ma i superare, una volta accertata la coerenza della aritmetica 
elementare, limitazioni tipiche di altre scuole e riottenere cosi, esente da 
contraddizioni, l’edificio matematico incluso “il paradiso” di Cantor. Il discorso sulla 
coerenza verra ripreso ulteriormente: appare prima opportuno introdurre altre nozioni 
metateoriche. Una teoria T detta formalmente completa se non c’e alcuna estensione 





propria di T con il medesimo bagaglio di nozioni primitive che sia coerente, 
altrimenti e detta formalmente incompleta . (Una teoria T 1 si dice estensione di una 
teoria T se l’insieme delle proposizioni valide di T 1 comprende lo insieme delle 
proposizioni valide di T). la completezza di T implica che per ogni proposizione J 
di T sia valido in T J oppure -i J. Una classe K di formule di un dato sistema 
assiomatico T e detto sintatticamente (semanticamente) completo se per ogni 
proposizione J del sistema, J oppure -i J e derivabile da (e conseguenza logica di) 
K. 

Da cio segue che la classe degli assiomi non logici di una teoria elementare 
formalmente completa e sintatticamente completa, quindi pure semanticamente 
completa. Infine: si considerino ora due modelli MeM 1 (di un certo insieme di 
proposizioni K): se esiste una corrispondenza biunivoca tra i loro elementi tali da 
conservare le relazioni, MeM 1 si dicono isoformi: la relazione di isoformismo e 
una relazione di equivalenza. Un sistema T che abbia un modello, e tale che tutti i 
suoi modelli siano isoformi, e detto categorico (un sistema categorico caratterizza 
dunque solo una classe di strutture tutte tra loro isomorfe. Sono tali considerazioni, ha 
osservato Weyl 14 , che “inducono a concepire un sistema assiomatico come uno 
stampo logico (“Leerform”) di scienze possibili” (il che e tra l’altro evidenziato dalla 
formalizzazione, per cui i simboli appaiono come “pure forme” da “riempire” di 
significato). Si vede che ogni insieme di assiomi categorico e completo 
semanticamente. Infatti se non lo fosse, dovrebbe esistere una proposizione J nella 
teoria considerata che risulterebbe vera in alcuni modelli dell’insieme di assiomi, 
falsa in altri, e quindi non tutti i modelli sarebbero isoformi. Viceversa esistono 
insiemi di assiomi completi semanticamente o anche sintatticamente completi, ma 
non categorici. Alla luce di una eventuale categoricita di un insieme di proposizioni 
K e interessante infine considerare anche il problema della indipendenza . Si dice che 
una proposizione J in un sistema formale e sintatticamente (semanticamente) 
indipendente , da un insieme di proposizioni K se non e derivabile da (conseguenza 
logica di) K ne J ne -i J . Cio significa immediatamente che K non e categorico: se 
J infatti e sintatticamente indipendente, lo e pure semanticamente; infine J e 
semanticamente indipendente da K se e solo se K possiede un modello in cui J e 
falso (ma allora non tutti i modelli di K sono isomorfi...). Una dimostrazione della 
indipendenza di J da K passa attraverso una prova di coerenza: dalla defmizione 
segue che J risulta indipendente da K se e solo se risulta coerente 1’insieme 
costituito da K e dalla negazione di J, ammesso che K sia coerente 16 . 

5- Formulazione della teoria di Zermelo nella logica elementare. 

Per quanto riguarda la successiva esposizione, le nozioni metateoriche fin qui 
introdotte sono sufficienti. Prima di discuterle relativamente alia teoria degli insiemi, 
occorre osservare che il sistema di Zermelo viene formulato in una logica del II 
ordine (in cui si ha quantificazione di variabili predicative), se si prende come 
traduzione formale, per es., del principio di isolamento quella data nel paragrafo 
precedente. Come si e notato precedentemente si hanno invece vantaggi nel trattare 



teorie elementari (in cui la quantificazione e ammessa solo per variabili individuali). 
Si pud dare una traduzione elementare ZE di Z come segue. 

Simboli primitivi di ZE sono: 

(1) variabili per insiemi: x 0 , xi , ... , x n , ... , 

(2) predicati (binari): e (appartenenza), = (identita), 

(3) connettivi proposizionali: -i (negazione), & (congiunzione), 

(4) quantificatore esistenziale: 3 (esiste almeno un). 

Formule di ZE sono: 

(i) x — y , x £ y (dove x , y sono variabili per insiemi), 

(ii) se A e B sono formule, allora -i A, A&B, 3 x A sono formule. 

Le formule di tipo (i) sono dette atomiche . Con le usuali definizioni si introducono 
poi alternativa, implicazione, doppia implicazione, cioe: A v B , A—>B , A£^B e la 
quantificazione universale (per tutti). Ogni variabile che compare nel campo di un 
quantificatore e detta yincplata; altrimenti libera . Una formula che ammetta almeno 
una variabile libera e detta aperta, chiusa altrimenti; d’ora in avanti, col termine 
proposizione, si intendera sempre una formula chiusa. 

Per quanto riguarda l’apparato logico deduttivo, regole di inferenza e assiomi logici 
saranno quelli di uno dei noti alcoli logici del I ordine con identita: Gli assiomi 
specifici della teoria sono invece: 

A. 1 ( Estensionalita) : 

V x , y (Vz ( z £ x <—> z £ y) —> z = y ) 

Questo assioma garantisce l’unicita di tutti gli insiemi di cui si postula o si dimostra 
fesistenza. 

A. 2 ( Assioma delf insieme coppia) : 

Vx,y3zVw (w£ zow = x vw = y) 

Benche non sia necessario, si aggiunge per maggiore chiarezza: 

A. 2 bis (Assioma delf insieme vuoto): 

3xVy-i(y£ x) 

L’insieme coppia verra denotato al solito con { x , y }, f insieme vuoto con 0. Si 
ponga poi per definizione: {x} = {x,x};la copia ordinata come <x,y> = {{x 




} , { x , y } } (Kuratowski) e <Xi, , x n > = < Xi , < x 2 , ... x n >; si mostra 

agevolmente che <x, y > = < u, w> implica x = u e y = w. Una funzione f e 
definita come un insieme di coppie ordinate tali che < x , y > e f &< x , z > e f—>y 

= z . 

L’ insieme degli xdi<x, y>efe detto dominio , 1’ insieme degli y codominio . 

A. 3 (Assioma della somma): 

V x 3 y V z (z£ yf^Bt (zet & tex)) 

L’insieme somma di x verra come il solito denotato con u x. Servendosi di A.2 e di 
A. 3 si deduce che per ogni x e y esiste un insieme z tale che te zot£ x v t 
g y ; tale z e l’usuale riunione xuy. 

A. 4 n ( Assioma dell’isolamento ): 

V ti ,...tk V x 3 y V z (zg xhzg x &A n ( z ; ti, ... , tk)) 

Purche y non compaia libera in A n (z , ti). A n (z , ti) varia su tutte le formule con 
almeno una variabile libera: V indice n e un numero naturale dacche si presuppone di 
poter dare una enumerazione di tali formule; l’indice k dipende da n . A parole si 
esprime appunto che per ogni x esiste V insieme y di tutti gli elementi z in x che 
soddisfano la condizione espressa da una formula A . 

Grazie a A.4 n si introduce agevolmente l’insieme intersezione x = x n y , tale che t 
g zetG x & tG y. 

A. 5 ( Assioma dello infinito ) 

3 z (0 g z & Vx(xg z—>x u { x } g z) 

In vista del successivo assioma, e utile dare la defmizione della relazione di 
inclusione: x c y—>Vz (zg x—> z g y). Si ha cosi: 

A.6 ( Assioma dell’insieme notenza) : 

Vx3yVz (zGyezcx) 

L’insieme potenza di x sara al solito denotato con P(x). Ed infine: 

A. 7 (Fondazione): 


Vx3y (x = 0v(yG x & Vz(zg x— >-i zg y))). 



6- ZF e discussione degli assiomi. 


Discuteremo ora gli assiomi teste elencati. La postulazione che due insiemi risultino 
eguali se hanno gli stessi elementi e conforme al principio cantoriano secondo cui gli 
insiemi sono determinati dai loro elementi: l’assioma di estensionalita potrebbe 
sembrare a prima vista una conseguenza della definizione di eguaglianza logica. 
Naturalmente ci sono semplici argomenti che mostrano che questo assioma e 
indipendente dagli altri e liquidano cosi la convinzione che esso funzioni meramente 
come una definizione ; tuttavia, anche garantendo la sua posizione come un assioma 
nella formalizzazione della teoria degli insiemi, si potrebbe probabilmente pensare 
che questo assioma potrebbe venire rimosso senza diminuire essenzialmente il potere 
della teoria. Si pud invece mostrare che tale teoria e invece essenzialmente indebolita 
togliendo A.l . Infine, Fintroduzione di “individui” o “atomi”, cioe di x tali che 
Vy (y g x) che si ottiene indebolendo A. 1, pud servire per ottenere interessanti 
risultati intorno a certe proposizioni, per esempio Fassioma di scelta AC (Fraenkel e 
Mostowski) 19 . Molto semplici e intuitivamente chiari risultano gli assiomi A.2, A.2 
bis. A.3. Gli assiomi A.l - A.3 non sono owiamente sufficienti a ricostruire la teoria 
cantoriana: si badi che per essi si pud dare un modello considerando Finsieme N 0 
di tutti gli insiemi finiti costruiti a partire da 0 ; nemmeno con A.4 n si riesce a 
passare a un insieme infinito. Di qui la necessity di un espresso assioma dell’infinito 
A. 5 (che risulta indipendente owiamente anche da A.6 e da A.7) che afferma 
Fesistenza di una totalita infmita. Ora tale affermazione di esistenza pud essere data 
in forme piu o meno forti: A.5 stabilisce Fesistenza dello insieme CO dei numeri 
naturali ed e Fusuale assioma dell’infinito (di forme piu forti si fara cenno in P. V). 

Se si vuole dare una valutazione filosofica di A.5, lo si pud considerare come una 
delle piu semplici applicazioni del principio che si pud chiamare principio di 
transizione dell’infinito potenziale a quello attuale: giova riferirsi a una delle prime 
applicazioni di questo principio, alia prova che Dedekind' fornisce dell’esistenza di 
un insieme infinito. Lo schema del ragionamento dedekindiano e questo: Dedekind 
partiva da un arbitrario oggetto S 0 e compiva su esso certe operazioni che portano a 
nuovi oggetti Si, S 2 , ... Quindi assumeva Fesistenza un insieme di tutti questi 
oggetti: II passo essenziale e basato su una assunzione che Dedekind considerava 
auto-evidente: ma nella teoria assiomatica, questo passo viene giustificato da un 
apposito assioma, A.5. 

Tuttavia A.5 non permette ancora di raggiungere infmita superori a quella del 
numerabile, per esempio la potenza del continuo: questa si raggiunge invece con 
Fassioma A.6 dell’insieme potenza, aggiunto ad A.5. Si potrebbe pensare che ZE 
permetta un’esauriente trattazione del transfinito: tuttavia non sembra essere 
sufficiente a garantire la esistenza di certi insiemi, la cui controparte intuitiva nella 
teoria di Cantor non era stata mai messa in questione. L’esempio forse piu semplice e 
costituito dalfinsieme numerabile: N = { N 0 , Ni, N 2 ,... } dove N 0 non e altri che CO 
, Finsieme dei numeri naturali (e lo si pud intendere come NO = {0,{ 0 },{ 0, { 0 



e N k+1 e lo insieme potenza di N k . L’interesse dell’insieme N e sottolineato 
dal fato che F insieme somma uN hauna cardinality maggiore della cardinality di 
ogni elemento di A (quindi un cardinale non minore di H (t) ), mentre gli assiomi di 
ZE non sono cosi potenti da permettere di dimostrare l’esistenza di un insieme di tale 
cardinality . 

Dopo tentativi di rimediare a tale deficienza attraverso un potenziamento dello 
assioma dell’infinito, una soluzione e stata offerta da Fraenkel che si awide che tale 
mancanza pud venire eliminata aggiungendo al sistema assiomatico un nuovo 
principio che in prima approssimazione pud venire cosi formulato: se a e un insieme 
ed ogni suo elemento viene rimpiazzato con delle “cose” tratte dal dominio di cui si 
sta parlando, allora a trapassa ancora in un insieme. Con piu precisione: data una 
condizione univoca che a ogni elemento di un dato insieme a fa corrispondere un 
valore, esiste V insieme di tutti questi valori, cioe 1’insieme che si ottiene 
rimpiazzando ogni elemento di a con il valore della funzione per tale argomento. 
Questo principio, detto appunto di rimpiazzamento ha storicamente la sua prima 
formulazione in una lettera di Cantor a Dedekind"' e fu in generale accettato (anche 
da Zermelo)" rivelando una considerevole importanza pure riguardo alia teoria degli 
ordinali, in quanto Don Neumann dovette servirsene per dimostrare il teorema 
generale di recursione che fornisce la giustificazione logica necessaria alle definizioni 
per induzione transfmita“ . Si osserva agevolmente che, come nel caso 
dell’isolamento, anche per il rimpiazzamento, si deve adoperare una traduzione nella 
logica del II ordine, a meno che non si passi, analogamente ad A.4 n , a una infinity di 
espressioni formulate nella logica del I ordine. L’assioma di Rimpiazzamento viene 
dato qui in una formulazione molto potente : innanzitutto si enumerino le formule 
(che sono in numero numerabile) del sistema con almeno due variabili libere A n (x, 
y; ti, ..., t k ) dove k dipende da n. 

Si ha allora: 

A ! 4 n (Rimpiazzamento ): 

V tj ..., t k ( V x 3 ! y A n (x, y ; ti, ..., t k )->V u 3 w B(u, w)) 

dove B(u, w) e V r ( r e w <r^3 s ( s e u & A n ( s, r ; ti, ..., t k ))). 

In altre parole, l’assioma dice che se per fissati h (che possono venire intesi come 
parametri), A n ( x, y ; f) defmisce y unicamente come funzione di x, cioe y = (p 
(x), allora per ogni u il codominio di (p su u e un insieme. I y significa: esiste 
esattamente un y. La teoria (elementare) che risulta da ZE sostituendo A.4n con 
A ! 4 n e nota come teoria di Zermelo-Fraenkel-Skolem (qui abbreviata in ZF). La 
discussione degli assiomi per la teoria degli insiemi si intendera d’ora in poi riferita a 
ZF: gli assiomi piu “tipici”, in realta gli unici che permettono di “salire” nel 
transfinito, sia ordinale che cardinale, sono proprio l’Assioma della Potenza e quello 



del Rimpiazzamento. Rispetto al Rimpiazzamento occorrono subito alcune 
osservazioni: 

1) il convincimento che A*4 n non porti a una contraddizione e probabilmente che si 
impedisce che w sia un insieme “troppo grande” mediante il fatto che la sua 
cardinality non supera quella di u, tuttavia la propriety A n che definisce (p pud 
essere estremamente non costruttiva, in modo da permettere defmizioni non 
costruttive (fatto questo gia riscontrabile nelFassioma di isolamento). Si riapre cosi il 
problema della impredicativita: tuttavia gia si e detto (P. Ill) che le obiezioni alle 
definizioni impredicative hanno un peso piu epistemologico che logico, dato che, in 
ultima analisi, esse rimproverano al platonismo di essere appunto tale, cioe di 
considerare le definizioni come descrittive e non come costitutive degli enti 
matematici. 

2) L’assioma di Rimpiazzamento pud essere sostituito da forme piu deboli: in 
particolare dall’assioma di isolamento. Si dimostra agevolmente che il 
rimpiazzamento implica l’assioma dell’isolamento 26 , non vale pero owiamente 
Pin verso. 

3) Si riveda la gerarchia cumulativa dei tipi alia luce del passaggio da ZE a ZF 
mediante l’aggiunzione degli infiniti assiomi A*4 n . Come la originale Z, ZE e 
soddisfatta da < R a , e a > con a > co e ordinale limite; pero RO = 0 ; ZF e 
soddisfatta da R^o , e no dove Kq e il piu piccolo ordinale inaccessibile . 
Tuttavia si osservi infine che non e detto pero che Kq sia il piu piccolo ordinale a 
per cui ZF risulti soddisfatta da < R a , e a >“ . 

Per quanto riguarda Tassioma dell’insieme potenza, esso costituisce con il 
rimpiazzamento la parte “impredicativa” di ZF: come e noto mentre ZF fomisce la 
base per sviluppare Tanalisi “classica”, per sviluppare la cosiddetta analisi 
“predicativista” si pud partire da un sistema assiomatico di teoria degli insiemi che 
accetti come assiomi quelli di ZF, eliminando appunto A.6 e sostituendo A.4 n o A'4 n 
con varianti adeguatamente “garantite” dal punto di vista predicativista. A.6 appare 
centrale per la ricostruzione della teoria cantoriana degli insiemi (si pensi al teorema 
di Cantor sulla cardinality dell’insieme potenza, e alia stessa dimostrazione che il 
continuo ha una potenza maggiore del numerabile): e tipico della impostazione 
assiomatica che tale passo venga esplicitato mediante un apposito assioma. Di 
estremo interesse sara dunque provare che questo assioma e essenziale, in ZF, cioe 
non dipende dagli latri assiomi. Dato un insieme x, si definisca S 0 x = x, S n +i x = u 
( S n x) per induzione completa. Per dare un modello in cui A.6 risulti falso, l’idea 
piu naturale sarebbe considerare la classe di tutti gli insiemi numerabili dal momento 
che e soltanto attraverso A.6 che si pud provare Tesistenza di insiemi non - 
numerabili. Tuttavia un insieme x pud essere numerabile e pure Sx essere non - 
numerabile. Sia allora N Finsieme di tutti gli x tale che S n x e numerabile per ogni 
naturale n (segue dagli altri assiomi di ZF che tale insieme esiste)“ . Si vede 
facilmente ce gli assiomi di ZF, ad eccezione di A.6 valgono in N: il che e 
significativo, dato soprattutto la notevole forza del Rimpiazzamento; Funica 
difficolta della prova e relativo ad esso. Ora e chiaro che se x n eN, allora { Xi, x 2 , 



... } appartiene a N. Cosi (p e una funzione definita in N ed allora il codominio di 
(p su un insieme di N e un insieme numerabile tutti gli elementi del quale sono in N 
e quindi e esso pure in N. Cosi A*4 n vale in N. Chiaramente non vale A.6, dal 
momento che in N tutti gli insiemi sono numerabili e A.6 implica Fesistenza di 
insiemi non - numerabili. Un breve cenno, infine, per Fassioma di fondazione A.7. 
Mentre gli assiomi da A.2 a A.6 estendono, per cosi dire, le possibility di creare 
insiemi in ZF, A.7 porta invece una restrizione. Esso significa infatti che si possono 
considerare tutti gli insiemi costruiti a partire da R 0 senza dovere prendere in esame 
catene infinite discendenti rispetto alia relazione e. 

Infatti senza A.7 ZF risulterebbe troppo debole: non escluderebbe ad esempio i 
cosiddetti insiemi “straordinari” (Mirimanoff 1917), pur non postulandoli - insiemi 
cioe all’intemo dei quali esiste una catena infinita - magari un ciclo - di insiemi della 
relazione di appartenenza. La teoria quindi, senza A. 7 verrebbe ad ammettere come 
“insiemi” delle entita estremamente poco intuitive, staccandosi da quella nozione 
generale di insieme a cui si e piu volte accennato. A.7 esclude invece effettivamente 
la esistenza di questi insiemi straordinari . Si mostra che A.7 e coerente con gli altri 
assiomi di ZF e indipendente da essi . I risultati di indipendenza e di coerenza 
relativa a cui si e fatto fin qui riferimento, infine, in maniera informale possono 
essere trattati entro ZF formalmente; essi si basano tutti, ovviamente, sulla 
convinzione che ZF stessa risulti formalmente coerente. 

7- Cenni sulle teorie del tipo Bernays - Godel. 

Prima di approfondire ulteriormente la questione della coerenza di ZF, si osservi che 
grazie al Rimpiazzamento, ZF consta di un numero infinito di assiomi (in funzione 
dell’indice n in A*4 n ). Sorge spontaneo il quesito: si pud sostituire al principio in 
questione, un numero finito di assiomi (casi particolari di cui A'4 n e lo schema 
generale)? Montague ha mostrato che ZF non e finitamente assiomatizzabile. 
Esistono d’altro canto teorie formali degli insiemi, non meno potenti di ZF, che sono 
finitamente assiomatizzabili. Si fa ora riferimento a un idea centrale di Von Neumann 
(sviluppata dal 1925 in poi) che consiste nel riprendere la distinzione (che si e visto in 
P. Ill) gia in Cantor, tra insiemi “consistenti” e “inconsistenti”, che vengono ora 
chiamati classi (Klassen) proprie e insiemi (“Mengen”): le classi proprie hanno 
insiemi come elementi, ma non possono essere elementi di altre classi; gli insiemi 
hanno elementi e possono essere essi stesi elementi di altre classi. Solo negli insiemi 
dunque la totalita degli elementi pud essere pensata senza contraddizione come 
“conessente” (“zusammenseiend”), gli insiemi sono quindi i veri oggetti del sistema, 
mentre le restrizioni imposte alle classi proprie impediscono di riottenere le note 
antinomie sintattiche. Mentre il sistema di Von Neumann (come quello ad esso vicino 
di R. Robinson 1937) si impernia come concetto primitivo, su quello di funzione, 
Bernays (1937-1958) e Godel (1939) preferiscono tuttavia pur restando nell’ordine di 
idee suggerito dalla distinzione di Von Neumann, 

mantenere il punto di vista per cui il concetto di insieme o di classe e il concetto 
basilare di tutta la matematica. Qui non verranno analizzate le differenze tra 



particolari formulazioni dei sistemi di Bernays e di Godel, ma ci si rifara 
complessivamente al cosiddetto sistema Bemays- Godel (GB) cosi come e presentato 
in COHEN /4/ . Mentre ZF ammette come primitivo il predicato a due posti e , GB, 
portando a livello formale la distinzione intuitiva tra insiemi e classi, ammettera come 
primitivi i predicati monadici 

Vfl e £ L S per “insieme” e “classe” rispettivamente. L’introduzione di nuove 
nozioni primitive fa si che GB risulti finitamente assiomatizzabile, al contrario di 
sistemi come ZF. A prima vista GB appare pm potente di ZF: tuttavia non solo ogni 
teorema di ZF lo e anche di GB, ma si e pure dimostrato (Novak 34 ) che i teoremi di 
GB che sono espressioni di ZF coincidono con proposizioni dimostrabili in ZF. Si 
esprime questo fatto dicendo che GB e una estensione inessenziale di ZF. Questo 
permette sostanzialmente di riferirsi indifferentemente a ZF o a GB nello affrontare 
questioni come la coerenza e Findipendenza di GCH, CH, AC e di ridurre il 
problema della coerenza di GB (con un procedimento fmitista) a quella di ZF . 


8- Cenni sui teoremi di Godel e Tarski. 


11 problema della coerenza di ZF diventa quindi cruciale. Ricordando le nozioni 
introdotte nel paragrafo 4 ci si chiede se ZF sia coerente, completo e categorico. Per 
quanto riguarda la coerenza, si sono dati innanzitutto dei metodi per eliminare le 
antinomie, sia quelle sintattiche, mediante le limitazioni del sistema di assiomi, sia 
quelle semantiche mediante una distinzione tra livello teorico e metateorico che 
impedisce la formazione di antinomie mediante un uso tropo libero di termini come 
“vero”, “defmibile”, “denotare”, etc. Una teoria come ZF (o GB) e in grado di 
sviluppare ampiamente, nonostante che la notazione primitiva appaia abbastanza 
ristretta, gran parte della aritmetica classica nonche della analisi. Non pud essere 
addirittura in grado di sviluppare la propria sintassi o la propria semantica? Si 
consideri innanzitutto la sintassi e si cominci con Fassegnare delle cifre ai simboli 
primitivi in modo da poter assegnare a ogni espressione ( = allineamento finito di 
simboli) il suo godeliano, o numero espresso dalla corrispondente successione di 
cifre, in modo che tale assegnazione risulti biunivoca. Il numero assegnato a una 
successione di formule, per esempio una derivazione, composta da n formule: J ; ( 1 

< i < n) e dato da ^ = * p. g dove p; e lo i-esimo numero primo e gi e il 
godeliano di Ji. Con questo espediente (aritmetizzazione della sintassi), le nozioni di 
derivazione, dimostrazione, teorema formale, etc. diventano aritmeticamente 
rappresentabili. Fa effettivita e semi - effettivita di tali nozioni viene in questo 
contesto precisata servendosi degli strumento offerti dalle funzioni ricorsive e 

O/T 

ricorsivamente numerabili . Non e il caso qui di addentrarsi nei particolari. ZF e in 
grado, dato che si pud agevolmente svilupparsi entro di essa F aritmetica ricorsiva 
)cioe quella parte della aritmetica che contiene solo funzioni, propriety, relazioni 




37 

ricorsive) di trattare al proprio intemo la sua sintassi. Ma questo non pud portare a 
una riformulazione di una antinomica del tipo di quella di Richard? Godel (1931) ha 

oo 

dimostrato con mezzi finitistici che ogni sistema formale S, potente almeno da 
trattare F aritmetica ricorsiva ammette, se e coerente, una formula indecidibile (anche 
se vera) che non pud venire ne provata ne refutata con i mezzi di cui il sistema 
dispone, benche, grazie a mezzi al di fuori del sistema, la si riconosca come vera: la 
verita di tale proposizione indecidibile segue dal fatto che, convenientemente 
interpretata, essa enuncia di essere essa stessa non dimostrabile nel sistema dato. 
Alcuno ha osservato che si ha qui “una rivincita del fantasma del Mentitore”, che 
non si giunge piu a una antinomia mediante la costruzione di una proposizione entro 
la aritmetica formalizzata che (intuitivamente) enunci che non e dimostrabile; ma 
questo solo grazie al fatto che, contro ogni aspettativa, una proposizione non 
dimostrabile in un sistema formale S, non per questo necessariamente refutabile, 
dato che vi sono proposizioni indecidibili (ne refutabili, ne dimostrabili). Un esempio 
di tale proposizione indecidibile e la traduzione formale in ZE della asserzione “esiste 
< Rco+co , g co+co > “ la quale proposizione non e conseguenza logica degli assiomi di 
ZE; owero, per ZF, la traduzione formale in ZF della asserzione “esiste < R^o , 

g no >” proposizione che non e conseguenza logica degli assiomi di ZF 40 . In entrambi 
i casi, per cosi dire, si trova in ZF (o in ZE) una proposizione vera nella struttura 
cumulativa dei tipi ma non conseguenza logica degli assiomi, una proposizione che 
asserisce l’esistenza di una struttura che soddisfa ZF (o ZE). Naturalmente i casi 
particolari di indecidibilita possono essere rimossi, ma non cosi il “fato” piu generale 
della incompletezza del sistema S. Negli esempi fatti tale pud essere il ruolo di certi 
assiomi “forti” dello infinito, tra cui si pud annoverare anche l’assioma di 
Rimpiazzamento: con esso da ZE si passa a ZF, ma il problema si ripresenta ancora a 

“un livello piu alto”; si pud aggiungere la traduzione formale in ZF di “esiste < R^o > 

g no >“ ( con *0 primo ordinale inaccessibile) come nuovo assioma oppure forme 
ancora piu forti di assiomi dello infinito. Si decidono certo banalmente le indecidibili 
proposizioni considerate, ma la porta all’indecidibile resta aperta. Dal teorema di 
Godel si ricava Fimpressione che la nozione semantica di verita non venga 
rispecchiata alia nozione sintattica di dimostrabilita dentro un sistema S, il che 
sembra minare quell’atteggiamento che riduce Fesistenza matematica alia coerenza 
formale 41 . Come corollario del precedente teorema di incompletezza, si ha infatti che 
“nessuna proposizione che possa adeguatamente essere interpretata come 
rappresentante la coerenza di un sistema S, potente almeno da trattare la aritmetica 
ricorsiva, e dimostrabile entro il sistema. Cosi la coerenza di ZF (come di GB, etc.) 
resta sostanzialmente un “articolo di fede” (Cohen)! E’ possibile, inoltre, pure una 
aritmetizzazione della semantica. Ma nemmeno si pud dire che tutte tali proprieta 
degli oggetti in questione possano essere espresse nel linguaggio di ZF (o GB etc.): 
infatti per il teorema di verita di Tarski 4 ’ Finsieme delle proposizioni di ZF che sono 
vere nella struttura cumulativa dei tipo non e definibile in ZF (anche qui: caso 
particolare di un sistema S o coerente almeno la aritmetica ricorsiva). 




9- Paradosso di Skolem. 


Infine con la completezza, anche la categoricita di ZF (come di GB, etc.) sfuma. Che 
ZF non sia categorico segue immediatamente dal teorema di incompletezza di Godel. 
In piu: si consideri quella famiglia di teoremi nota come “teoremi di Lowenheim- 
Skolem”, la cui dimostrazione generalmente richiede l’uso del principio di scelta 44 . 
Qui interessa soprattutto il teorema che dice che se T e una teoria elementare 
coerente che ammette un modello infmito, ne ammette pure uno numerabile. Sulla 
non - categoricita di ZF si apre cosi un discorso estremamente interessante: se si 
assume che ZE e coerente, essa ha allora un modello. Ora, soddisfacendo agli 
assiomi, un tale modello deve soddisfare in particolare anche ogni teorema: tra questi 
vi e anche il teorema che afferma che Finsieme dei numeri reali, cioe il continuo C 
(ovvero Finsieme di tutti i possibili insiemi di numeri naturali) non e numerabile: da 
cui si conclude che il modello contiene una infinity piu che numerabile di elementi. 
Ogni eventuale modello di ZF e dunque piu che numerabile? Ma allora, se almeno 
un tale modello esiste, per il teorema di cui sopra, ne esiste anche uno numerabile. E’ 
questo l’aspetto paradossale della questione la quale riguardo al problema del 
continuo assume un aspetto centrale che tocca proprio da vicino la “scala del 
transfmito”, che viene riottenuta in ZF grazie a A*4 n e a A.6 (nonche A.5 che 
asserisce Fesistenza di almeno un insieme finito da cui partire). Non si pud non avere 
Fimpressione pero di un profondo divorzio tra lo sviluppo creativo di teorie 
matematiche “ingenue” e le elaborate ricostruzioni formali. Si ha la impressione di 
“microcosmi - osservava gia Von Neumann 45 - che rappresentano fedelmente la 
teoria degli insiemi in tutti i suoi minuti particolari. Vi compaiono tutte le potenze... 
Pur tuttavia appena si impiegano mezzi di indagine piu raffinati tutto scompare. Di 
tutte le potenze non restano che il finito e il numerabile. Queste sole hanno un senso 
reale, tutto il resto non e che finzione formalista”. Il paradosso di Skolem conferma 
quindi tutte le perplessita dei molti critici della teoria cantoriana? Per es. da 
intuizionisti e semi - intuizionisti esso e stato infatti accolto come un ulteriore prova 
contro Fesistenza di insiemi di cardinality transfmita (almeno contro Fesistenza di 
insiemi di cardinality maggiore del numerabile). Se ne osservino ora alcuni 
caratteri 46 , che sono defmibili entro la teoria assiomatica solo quei particolari 
sottoinsiemi di un dato insieme che possono essere costruiti mediante operazioni, o 
separati dallo insieme mediante delle propriety (ovvero dei predicati) accettabili nella 
teoria. Per ottenere tutti i sottoinsiemi di un dato insieme nel senso cantoriano, 
occorre, Fapposito assioma A.6 che garantisce Fesistenza di piu sottoinsiemi di 
quanti se ne “defmiscano” mediante il riferimento agli altri assiomi, per quanto 
potenti essi appaiano; piu precisamente le operazioni fondamentali per costruire 
insiemi (ovvero, processi per costruire predicati) concessi dagli altri assiomi sono al 
piu in numero numerabile e la loro iterazione fornisce i mezzi per definire soltanto un 
numero numerabile di sottoinsiemi di un insieme dato. Questo spiega la possibility di 
interpretare gli assiomi in un dominio numerabile. D’altro canto si deve considerare 
che, se un particolare dominio e numerabile, esiste - per definizione - una 
corrispondenza biunivoca dello insieme in questione con Finsieme dei numeri 




naturali. Questa corrispondenza pud essere considerata come un insieme di coppie 
ordinate, il cui primo elemento e un elemento dello insieme e il secondo un numero 
naturale, con l’ulteriore condizione che ogni elemento dell’insieme e ogni numero 
naturale compaiano in una e una sola coppia. Le dimostrazioni cantoriane relative alia 
non numerabilita del continuo (cfr. P. Ill) si basavano proprio sulla impossibility di 
mostrare la esistenza di una tale funzione, ovvero, per quanto precede, di un tale 
insieme (numerabile) di coppie ordinate. Ma qui si coglie bene il “salto” che 
intercorre tra le nozioni insiemistiche intuitive e la loro traduzione formale: e 
possibile infatti, per l’insieme dei sotto insiemi di un dato insieme infinito, definibile, 
all’interno della teoria, essere numerabile al di fuori di essa, e ancora essere non - 
numerabile all’interno di essa, dal momento che nessun insieme (numerabile) di 
coppie ordinate si tra gli insiemi defmibili entro la teoria: in essa si dimostra 
addirittura la non esistenza di un tale insieme (la cui esistenza e dimostrata soltanto 
nella metateoria). Il paradosso infine si muterebbe in antinomia, cioe in vera e propria 
contraddizione formale, soltanto se questa ultima condizione cadesse: ma siccome la 
esistenza di un tale insieme di coppie ordinate deriva da una considerazione del 
sistema assiomatico come un tutto, il meccanismo che porterebbe alia costruzione di 
tale insieme non e ammesso alio interno della teoria (cioe non ci si pud servire, per 
stabilire 1’esistenza di tale insieme, dei mezzi offerti dagli assiomi). Questa situazione 
e assai simile quindi a quella che deriva dal teorema di incompletezza di Godel: 
anche in tale circostanza il presentarsi di una antinomia era evitato - nella 
supposizione che il sistema fosse coerente - osservando che la proposizione 
indecidibile era vera considerando la struttura di esso come un tutto, benche non si 
fosse in grado di riconoscere la verita di tale proposizione servendosi solo di assiomi 
e regole di inferenza del sistema. Nonostante che le osservazioni precedenti diano una 
“spiegazione” del paradosso, esso sembra porre una alternativa. Ancor prima del 
risultato di 6 (1931), teorema di Lowenheim-Skolem (1919) mette in luce il carattere 
irriducibilmente non categorico di ogni sistema di assiomi elementare che volesse 
salvaguardare l’essenziale della teoria degli insiemi pud esso stesso essere 
considerato come un teorema di indecidibilita nel senso di Godel (“il piu elegante 
teorema nello ambito del problema della decisione”); preso atto di cio, o si pud 
sostenere che i concetti di “sottoinsieme arbitrario di un dato insieme” e di “insieme 
non numerabile” sono a priori concetti che eludono una caratterizzazione mediante un 
qualunque sistema elementare di assiomi, in numero finito (per es. GB) o infinito (per 
es. ZF), oppure si devono accettare i concetti della teoria degli insiemi, in particolare 
quello di non - numerabilita come relativi, in modo che un insieme che sia non - 
numerabile in un modello di un sistema assiomatico possa diventare numerabile in un 
altro modello dello stesso sistema descritto in una metateoria adeguata, mentre una 
assoluta nozione di “non - numerabilita” sembra non esistere. Questa relativizzazione 
fu proposta da Skolem (1922-23; 1929-1931): se si vuol darne una caratterizzazione 
filosofica, il relativismo skolemiano, incoraggiato dalla considerazione del rapporto 
stretto che intercorre tra il paradosso e Fantinomia di Richard nonche con altre 
questioni di indecidibilita, si delinea come posizione fortemente critica nei riguardi di 
quell’aspetto del platonismo cantoriano per cui si assumono enti e relazioni fra enti 



come “oggettivi” al di la delle nostre possibility teoretico-linguistiche di 
caratterizzarli. Cosi la linea skolemiana si pone sulla stessa linea ideale 
delFosservazione di Von Neumann, per cui “in realta” tutto e numerabile, mentre le 
differenze di potenza sussistono di volta in volta apparentemente, relativamente al 
“quadro concettuale” stabilito mediante gli assiomi del sistema. In un sistema come 
ZF, ritornando al problema del continuo, non si stabilira dunque una corrispondenza 
biunivoca tra elementi di C e numeri naturali dato che si deriva dagli assiomi di ZF 
la non esistenza di una tale corrispondenza, mentre Fosservazione che al di fuori di 
ZF si possono “contare” gli elementi di C, si sviluppa ulteriormente tenendo conto 
che per ogni teoria assiomatica, come ZF, esiste una teoria piu ampia in cui si prova 
che tutti gli insiemi possibili di numeri naturali sono N 0 , owero che C e 
numerabile, piu in generale, che tutti gli insiemi che si possono trattare in ZF sono 
tutti equivalenti, tra loro, cioe numerabili. Si ha cosi il risultato di una 
giustapposizione di teorie piu o meno differenti dall’opera cantoriana primitiva: il che 
e, tra l’altro, abbastanza lontano da quella esigenza di unita usuale nella prassi 
matematica. Da un punto di vista teoretico ci si pud invece chiedere come si debba 
valutare non tanto il salto di Cantor nello infinito attuale, quanto la peculiarity di esso 
(che lo distingueva, in generale, da precedenti accettazioni di tale nozione 
matematica) cioe la differenziazione di vari livelli nel transfinito “pluricizzabile”. 
Occorre osservare chela relativizzazione skolemiana si riferisce ai cardinali, non 
necessariamente agli ordinali. Tuttavia il fatto che “in realta” non si esca dalla 
cardinality di N 0 sembra appiattire tutte le distinzioni. Emblematico, a questo 
proposito, Fatteggiamento di Skolem stesso rispetto al problema del contino: 
dall’osservazione che gli assiomi di ZF sono probabilmente insufficienti a decidere 
Fipotesi del continuo, egli successivamente passa (1928) alia convinzione che 
problemi relativi a questioni di cardinality possono essere indecidibili in ogni teoria 
formalizzata degli insiemi e che il problema del continuo sia uno di questi 47 . Pur 
radicandosi in un contesto alquanto differente da quello strettamente contemporaneo 
delle ricerche intomo alia teoria degli insiemi, la convinzione skolemiana assume un 
significato tutto particolare se si tiene presente (cfr. oltre, sezione C) che e proprio 
patendo dal dominio numerabile che Cohen e giunto - modificando in modo 
opportuno il concetto godeliano di costruibilita - a costruirne un altro in cui, pur 
valendo tutti gli altri assiomi, non vale Fassioma della scelta e Fipotesi del continuo. 
E’ pure aperta un’altra via: quella di intendere invece il concetto di sottoinsieme di un 
insieme come dato “platonicamente”, concepire la nozione di “non - numerabilita” 
come un che di assoluto: senza dubbio tale posizione conferisce maggiore rilievo agli 
sviluppi matematici della teoria del transfinito (il che e piu consono, da un punto di 
vista generale, alio atteggiamento filosofico di Cantor stesso), tuttavia in essa e 
implicito il riconoscimento di una intrinseca inadeguatezza della assiomatizzazione e 
della formalizzazione rispetto alia teoria ingenua degli insiemi. Ma come tomare ad 
essa? La posizione platonistica conclude alia accettazione di ZF o di sistemi 
consimili, i quali sembrano dare garanzie rispetto ad antinomie e permettono di 
ritrovare, anche se “nella apparenza” (per dirla con Von Neumann) i lineamenti 
caratteristici della teoria di Cantor - sulla base pero della constatazione che il 



riferimento “platonistico” e ad insiemi non - numerabili come nozioni assolute, 
mentre la teoria assiomatica (come ZF) e limitata al punto che ogni insieme non - 
numerabile pud diventare numerabile in opportuni modelli (dove naturalmente il 
concetto di “numerabilita” ha nei due casi una diversa accezione). La discussione del 
paradosso di Skolem assume dunque un valore centrale riguardo alia disamina del 
problema del continuo alia luce dei recenti risultati di Godel e di Cohen. Proprio 
partendo da tale questione si riesaminera globalmente la problematica insiemistica 
relativa al continuo In P. V; per ora, basti ricordare inoltre che il paradosso di Skolem 
non giustifica affatto, a priori, l’abbandono del dominio del transfmito, per puro 
fmitismo. Infatti il relativismo non concerne soltanto insiemi piu che numerabili, ma 
pure insiemi finiti; Von Neumann (1925) mise in luce che le nozioni di “fmitezza” e 
di “buon ordinamento” sono esse pure soggette ad analoga relativizzazione 48 : infatti, 
se per esempio, si esamina quella definizione di finitezza nel senso di Dedkind 49 per 
cui un insieme risulta finito se non e equivalente a una sua parte, o una definizione 
equivalente, la fmitezza di un insieme A risulta dipendere da certe corrispondenze 
che si istituiscono sulla totalita dei sottoinsiemi di A. Si pud pensare quindi che in un 
dato sistema vi sia una scarsa disponibilita di corrispondenze o di sottoinsiemi, il che 
porta a che A appaia finito, mentre in un sistema piu ampio una maggiore 
disponibilita potrebbe fare apparire A infinito numerabile. Ricordando che una 
corrispondenza si pud considerare come un insieme di coppie ordinate, anche in 
questo caso si afferma in una teoria che un certo insieme non esiste, in una teoria piu 
ampia che esso esiste. Il duplice aspetto del relativismo pud essere quindi volto a 
sostegno della sfiducia di intuizionisti e semi - intuizionisti nei riguardi del metodo 
assiomatico e della trattazione formale? Sembra di si, per un verso; d’altro canto la 
stessa “intuizione primitiva” dei numeri naturali non pud essere sottoposta a 
osservazioni critiche di questo genere? Ci si limiti, per questa parte, solo a 
sottolineare la complessita del problema, la cui risposta richiede una valutazione di 
fondo sia della natura degli oggetti matematici, sia dei metodi logici attualmente 
impiegati. In prima istanza sembra tuttavia che due soluzioni opposte qui accennate 
(quella del platonismo estremo e quella dell’intuizionismo) diano una risposta alia 
questione che fa appello a una “assolutezza” (sia essa di enti matematici o venga 
prospettata come “intuizione primitiva”) quasi di tipo metafisico: con il che non si 
vuole negare l’importanza di una scelta filosofica di fondo come base per una risposta 
motivata da problemi del genere di quelli piu sopra accennati, sostenendo che tutti 
tali problemi in realta non abbiano senso, ma si vuole sottolineare semplicemente che 
Fincessante ampliarsi degli orizzonti delle ricerche sui fondamenti presenta una tale 
gamma di risultati da mettere bene in luce le difficolta intrinseche delle varie scelte, 
in modo che si viene delineando cosi una consapevolezza critica che limita appunto la 
assolutezza insita in una definitiva scelta particolare. Su questo aspetto della 
questione si tornera in P. V; ora si considerino invece lo ulteriore articolarsi della 
teoria assiomatica degli insiemi. 


10- Sviluppo di ZF. 






Occorre innanzitutto accennare brevemente agli sviluppi della teoria degli insiemi a 
partire dagli assiomi di ZF. I concetti generali della teoria degli insiemi, come quelli 
di coppia ordinata, funzione, numero naturale, etc. vengono, come in parte si e gia 
osservato, agevolmente trattati in ZF. Gli insiemi usati solitamente in applicazioni di 
teoria degli insiemi alia algebra, alia analisi, alia geometria, etc. si provano 
facilmente esistenti in ZF. La portata di ZF viene estesa mediante defmizioni, in 
particolare facendo uso dell’operatore di astrazione [ .../...] che permette di formare 
Finsieme di tutti gli x tali che vale A(x), dove A e una formula di ZF. 

Naturalmente l’uso di tale operatore e permesso solo se e possibili mostrare che 
Finsieme di tutti gli x per cui A(x) esiste ed e unico in forza degli assiomi di ZF. I 
nuovo simboli non logici che vengono via via introdotti vanno considerati quindi 
come simboli definiti. Ciascuna formula quindi della estensione di ZF non sara altro 
che una formula definita in termini di ZF, che pud essere considerata come 
un’abbreviazione della sua traduzione in ZF. Infine, seguendo un uso piuttosto 
diffuso, spesso si daranno successivamente risultati e dimostrazioni entro ZF 
servendosi - per avere una maggiore perspicuita - del linguaggio usuale (quando cio 
non rechi pregiudizio alcuno). Siccome ZF e in grado di sviluppare Faritmetica 
ricorsiva, essa pud esprimere la propri sintassi e la propria semantica (nei limiti piu 
sopra ricordati): pur tuttavia, a maggiore chiarezza, si esporranno certi risultati di 
coerenza relativa e di indipendenza servendosi del linguaggio comune, esplicitando 
pero, qualora sia necessario, la possibility di una traduzione del tutto nel linguaggio di 
ZF. In ZF si pud ricostruire tutto Fapparato teorico di cui in P. II. Non si seguira pero 
nei particolari tale ricostruzione 50 . Qui bastera limitarsi a rivedere, nella nuova 
impostazione assiomatica, le nozioni di numero cardinale e ordinale. 

Definizione preliminare: un insieme X e detto transitivo se y e x & z e y—> z e x 
. Definizione : un insieme a e un ordinale, in simboli Onoc, se e bene ordinato 51 e 
transitivo. Si mostra facilmente che un ordinale e Finsieme di tutti gli ordinali che lo 
precedono, che tra ordinali vale la tricotomia, etc. 

Definizione preliminare: A e B hanno la stessa cardinality (in simboli A = B ) se c’e 
una funzione biunivoca di A su B. La relazione A = B e una relazione di 
equivalenza. Definizione : un cardinale e un ordinale a tale (3 < a —> (5 < a . 
Valgono i noti teoremi di Cantor, di Cantor-Bernstein, etc. Nelle usuali definizioni 
(cfr. P. II paragrafo 14), un ordinale e una classe di equivalenza di insiemi bene 
ordinati: qui si sceglie, per cosi dire, un rappresentante canonico da ciascuna classe. 
La relazione g appare qui la piu naturale e viene ben evidenziato il suo ruolo centrale 
(cfr. P. II). I cardinali sono definiti come particolari ordinali, il che mette bene in luce 
il ruolo giocato nella teoria degli insiemi dal concetto di numero ordinale (per altri 
aspetti gia rimarcato da Cantor stesso e da Zermelo). Il principio di scelta AC pud 
essere agevolmente formulato come segue: “ Se oc—>A a e una funzione definita per 
tutti gli a g x , allora esiste un’altra funzione f(a) per a e x e f( a )g A a “ 
ovvero come principio del buon ordinamento (“ogni insieme S pud essere bene 
ordinato”). Grazie al principio di induzione transfinita si pud infine definire una 
funzione oc —>noc da ordinali e cardinali tale che K a e il piu piccolo cardinale 





transfinito maggiore di Np per ogni (3 < a . Grazie al teorema di Cantor si pud sempre 
trovare un cardinale maggiore di un dato ordinale: per induzione si mostra poi che H a 
^ a . segue dunque che N a esiste, si serve di AC dal momento che e necessario 
sapere che ogni insieme ha la medesima cardinality di qualche ordinale. Cosi il 

sistema fl degli alef viene adeguatamente riformulato in ZF. In particolare C in ZF 

appare piu che numerabile e si pone C = P(co) . CH e GCH si formulano esattamente 
come in P. II. 

11- Interpretazione, relativizzazione, modello interno. 

Lo studio della semantica di un certo modello di assiomi H si impemia sullo studio 
di strutture in cui si vogliono interpretare le espressioni di H. Detto L(H) il 
linguaggio di H, non e spesso necessario nel discutere una particolare struttura S 
per L(H) avere un linguaggio cosi ricco da poter esprimere concetti insiemistici, 
funzioni, relazioni, etc. E’ sufficiente avere un linguaggio L 1 che abbia un simbolo 
per Funiverso S e un simbolo per ogni relazione di M. Consideriamo in articolare 
ZF: sia T teoria (per semplicita, elementare). Una interpretazione I di L (ZF), in 
L(T) consiste di un predicato monadico Ui, detto universo, tale che 

T 1- 3 x Ui xe da due predicati a due posti e i e =i. La prima condizione informa che 
Funiverso della interpretazione I non e vuoto, la seconda permette di formare, data 
una formula A di L(ZF), la sua corrispondente traduzione in L(T), che verra 
denotata con Ai. Ricordiamo che se Q e definito in ZF da Q( x 1? ..., x n ) ee D, 
allora Q r e defmito da QI (xi, ..., x n )o Di . Quindi nel formare Ai da A si 
sostituisce semplicemente Q con Ch, etc. Infme se in A occorre 3 x B questo 
diventera 3 x( Ui x & B ) e se occorre V x B , questo diventera V x( Ui x—> B ). 
Una interpretazione I di L(ZF) in L(T) si dice interpretazione di ZF in T se gli 
assiomi logici e specifici di ZF sono dimostrabili 

(adeguatamente ritradotti) in T. Vale in particolare il teorema di interpretazione per 
cui se A e un teorema di ZF, si ha 

T h- Ai e il seguente corollario: se I e una interpretazione di ZF in T, e T e 
coerente, allora anche ZF e coerente (lo stesso si puo dire, per qualunque sistema H, 
oltre che per ZF. Si pensi per esempio al procedimento usato da Hilbert nelle 
“Grundlagen der geometric” per mostrare la coerenza degli assiomi della geometria 
euclidea: tali assiomi vengono interpretati nella teoria dei numeri reali). Solitamente 
poi si ha che =i eancora = e quindi gli assiomi dell’identita risultano 
automaticamente provati. (Essi vengono di nuovo considerati, cioe, alia stregua di 
assiomi logici). Rendiamo ora il discorso piu particolare: poniamo che T sia ancora 
ZF e il predicato Ui non sia altro che una condizione B espressa in L(ZF). 
Ripercorrendo tutto il discorso precedente, per ogni formula A di ZF e possibile 
trovare una sua ritraduzione in ZF stessa servendosi di una interpretazione I che usi 
B come suo universo. Indichiamo con A B tale relativizzazione della formula A di 
L(ZF) alia condizione B. per es. nella sezione B) si presentera una particolare 



condizione L (del linguaggio di ZF) alia quale verra relativizzata ogni formula A di 
ZF, ottenendosi A L (in cui in particolare porremo = L come = e g l come g ). 
Diremo infme che una relativizzazione di L(ZF) alia condizione B di L(ZF) 
costituisce una relativizzazione di ZF alia condizione B se, denotando (come si fara 
spesso in seguito) con ZF la congiunzione degli assiomi della teoria, si dimostra in 
ZF la proposizione ZF B . La relativizzazione acquista il suo interesse al fine di dare 
dimostrazioni di coerenza relativa. Si supponga di avere una proposizione A 
formulata nel linguaggio di ZF e si consideri una relativizzazione B. Da ZF + A si 
passi a ZF B + A B : se in ZF e un teorema ZF B + A B , allora si puo dimostrare 
agevolmente che se una contraddizione fosse derivabile da ZF + A , allora sarebbe 
dimostrabile anche gia da ZF. II procedimento per relativizzazione all’intemo di una 
teoria non e tipico della sola teoria degli insiemi, ma e familiare alia tradizione del 
pensiero matematico piu di quanto non appaia da queste considerazioni astratte. Cosi, 
per esempio, la dimostrazione di coerenza a cui si faceva cenno piu sopra e che verra 
data nella sezione B) e strutturalmente analoga a quella della coerenza della 
geometria non - euclidea mediante la costruzione di un modello nella geometria 
euclidea. Esemplifichiamo con un breve accenno al metodo Klein (1870) per la 
geometria iperbolica. H sia l’insieme degli assiomi di una conveniente 
assiomatizzazione della geometria euclidea, per esempio quello di Hilbert, da cui si 
escludera Fassioma delle parallele. Consideriamo la proposizione di Y di L(H): “In 
un piano E perunpunto P esterno 

A una retta r , possano almeno due (distinte) rette pep 1 , parallele alia retta r . 
presupponiamo che gli assiomi H vengano verificati nell’usuale spazio 
tridimensionale: tracciato dunque, come nella figura, un cerchio k , si intendano i 
“punti” come “tutti e soli i punti del piano a cui 



appartiene k che giacciono entro k (punti del contorno esclusi)”, le “rette” come 
tutte “le corde di k (estremi esclusi)”, il “piano” come Finsieme dei “punti” e delle 
“rette” cosi intesi. La relativizzazione operata qui e in via di principio analoga a 
quella accennata per ZF. B denoti tale relativizzazione , HB la congiunzione degli 
assiomi H relativizzati a B. Agevolmente si dimostra in H, HB (infatti gli assiomi 
della appartenenza, delFordine, della continuita, etc. relativizzati sono teoremi di 
geometria). 11 primo passo e compiuto, il secondo consiste nel mostrare che la 
proposizione Y (principio di Lobatchevskij) relativizzata alia condizione B e un 
teorema di H . Se si considerano le “rette” nella relativizzazione, cioe le corde k 
passanti per P , si vede che esse si dividono in due classi, quelle che intersecano la 
corda r, consideriamo le corde PQ e PQ 1 : nella relativizzazione tali corde non hanno 
con r alcun “punto” in comune ( Q e Q 1 infatti non sono “punti” nella 
relativizzazione B) e ricordando che si dicono “parallele” due rette che non hanno 





alcun “punto” in comune, in B ciascuna di queste due corde (“rette”) risulta 
“parallela” alia “retta” r . Ma allora Y B e dimostrabile a partire da H, il che 
significa che si derivasse una contraddizione da H + Y, si potrebbe gia ottenere una 
contraddizione solo dagli assiomi H. II procedimento di relativizzazione nelle prove 
di coerenza relative presuppone quindi sempre la coerenza del sistema H alio 
interno del quale si opera (per la teoria degli insiemi, ZF): tale procedimento e di 
natura nettamente sintattica. Esaminiamo ora un procedimento che e invece di natura 
semantica, Rafforziamo ZF aggiungendo un nuovo assioma M cosi formulato: “esiste 

un insieme S ed una relazione binaria e c S 0 S per la quale S e un modello ZF. 
“L’assioma M e un singolo enunciato in ZF, nonostante gli assiomi di ZF siano in 
numero infinito, per il fatto che la regola della loro formazione e espressa da un solo 
schema di assiomi. L’assioma M e poi giustificabile agevolmente su una base 
intuitiva: infatti esso non asserisce altro che c’e qualcosa di cui parla ZF. Per il 
cosiddetto teorema di completezza (per i sistemi elementari) esso significa 
semplicemente “coerente ZF”. Quindi entro ZF + M si dimostra che ZF e coerente 
(non certo che e coerente ZF + M a causa del teorema di Godel!). Consideriamo ora 
un sottoinsieme S 1 del dominio S che consista di tutti gli x in S che soddisfano 
una formula B di L(ZF): puo darsi che S 1 costituisca un modello esso steso per ZF. 
S’e detto allora modello interno di ZF. Esso puo venire utilizzato per prove di 
coerenza relative: la dimostrazione della sezione B) puo essere infatti intesa cosi: si 
tratta di isolare in S dei particolari elementi, gli insiemi che soddisfano la formula 
(esprimibile in L(ZF)) “x e un insieme costruibile”: ma ricordando che postulare che 
ZF abbia un modello e lo stesso che postulare che ZF sia coerente, o ricordando che 
la condizione B viene espressa con una formula di L(ZF), si puo agevolmente 
osservare come il metodo della relativizzazione e quello del modello interno risultino 
operativamente interscambiabili: useremo quindi nel seguito l’uno o Faltro 
procedimento indifferentemente. Anticipando ora brevemente il contenuto delle 
sezioni B9 e C): in B) verranno esaminate le relazioni intercorrenti tra il cosiddetto 
“assioma di costruibilita” e gli assiomi di ZF: tale assioma implica sia GCH che AC 
e la sua coerenza viene mostrata con il metodo dei modelli interni. Godel ha infatti 
mostrato che ogni modello S della teoria degli insiemi contiene un modello interno 
“costruibile” L , L c B (in cui valgono per quanto precede sia GCH e AC) (cfr. 
Sezione B)). Tuttavia usando il metodo stesso di Godel e stato mostrato, 
(indipendentemente da Sheperdson e da Cohen) che esiste un modello M della 
teoria degli insiemi che e minimale nel senso che per ogni modello interno S , S 1 c 
M , si ha allora M = S . Cosi la indipendenza di AC e di CH non puo essere provata 
con il medesimo metodo usato per dimostrare la coerenza, bensi richiede un nuovo 
tipo di approccio. Il passo in questo senso e stato compiuto dal P. J. Cohen (1963) che 
ha escogitato un metodo per estendere un dato modello numerabile M della teoria 
degli insiemi a un modello piu ampio N, N 3 M, aggiungendo in una maniera 
controllata certi nuovi insiemi “generici” e definendo N come la chiusura di M e 
dei nuovo insiemi generici rispetto alle operazioni “costruibili” usate da Godel per 
ottenere il modello L. In N non valgono ne AC e CH (cfr. Sezione C)). 



SEZIONE B : La coerenza della ipotesi del continuo e del principio di scelta in ZF. 
12- La gerarchia degli insiemi costruibili. 

In questa sezione si provera la coerenza 54 di AC e GCH (e quindi di CH) in ZF 
relativamente agli assiomi della teoria: la risoluzione del problema del continuo nel 
senso indicato da Cantor appare compatibile con l’impostazione assiomatica data 
nella sezione precedente. E’ stato piu volte osservato come la teoria delle funzioni 
computabili interessi non solo per il riferimento preciso al problema della decisione e 
alia sua risoluzione in molti casi, ma anche per le funzioni computabile possono 
essere accettate come “base di una matematica nominalista” 55 : in tale orine di idee si 
cerca di eliminare nozioni astratte come insiemi, funzioni, etc. ammettendo solo 
quegli oggetti che possono essere dotati di un “nome”. E’ di estremo interesse 
analizzare con questi strumenti uno dei termini della ipotesi cantoriana del continuo, 
la classe degli ordinali numerabili. Mentre e naturale utilizzare i numeri transfiniti per 
ordinare i gradi di complicazione delle funzioni parzialmente ricorsive, si ha pure la 
possibility 56 di utilizzare queste ultime per una definizione (in senso costruttivo) degli 
ordinali della seconda classe di Cantor. Church osservava che tale definizione deve 
avere il requisito dell’assolutezza, cioe deve risultare indipendente dal riferimento ad 
un dato sistema formale se si vuole garantire la sua adeguatezza a quella intuitiva di 

ern 

costruttivita che si vuole cosi precisare . 

Gia nel 1905 Borel e Lebesgue avevano posto l’esigenza di precisare la base 
nominalistica, discutendo sulla nozione di “nominabile” e di “effettivo”. “Un oggetto 
- per Lebesgue 58 - e definito o dato quando si sono pronunciati un numero finito di 
parole che si applichino a quelfoggetto ed a quello solo”. Si vede agevolmente come 
la teoria delle funzioni parzialmente ricorsive risponde a una tale esigenza riguardo 
appunto l’esplorazione della seconda classe di numeri. Il passo consiste nella 
riformulazione di parte della tradizionale teoria degli ordinali come teoria di 
notazioni (cioe di “nomi”) per ordinali. Piu precisamente un sistema di notazioni 59 
non e altro che una corrispondenza da un insieme di numeri naturali su una sezione di 
numeri ordinali, soddisfacenti a certi requisiti: il sistema deve infatti permettere di 
decidere, data la notazione di un qualunque ordinale a, se esse sia di prima o di 
seconda specie; per un ordinale limite deve offrire un metodo, esso pure effettivo, per 
calcolare la notazione di ogni termine di una successione che definisce tale ordinale. 
Se poi per un ordinale a esiste un sistema di notazioni che assegni al minimo una 
notazione ad a diciamo che a e un ordinale costruttivo. Un altro approccio agli 
ordinali della seconda classe mediante metodi ricorsivi awiene mediante la teoria dei 
buoni ordinamenti ricorsivi. Diremo che un ordinale a e ricorsivo se esiste una 
relazione R che induce un buon ordinamento su qualche insieme di numeri naturale, 
che e una relazione ricorsiva e esiste infine un isomorfismo tra a e 1’insieme bene 
ordinato da R. per un noto teorema 60 si ha che ogni ordinale costruttivo e ricorsivo e 
viceversa. Mentre da un lato il sistema delle notazioni (owero la teoria dei buoni 
ordinamenti ricorsivi) soddisfa quelle esigenze nominalistiche a cui si faceva piu 



sopra riferimento, (esemplificando con le parole di Lebesgue), sorge spontanea la 
domanda se tale sistema sia in grado di trattare la seconda classe di numeri (cioe 
l’insieme di cardinality ). Ogni sistema di notazione copre al piu un segmento 
numerabile degli ordinali; quindi ogni ordinale costruttivo risulta (se infinito), 
numerabile, cioe della II classe di numeri di Cantor. 

Un punto chiave nel problema del continuo sarebbe dunque raggiunto determinate 
esattamente fmo a che punto si arriva con tale esplorazione finitista della II classe di 
numeri. Tutte le funzioni usuali, addizione, moltiplicazione, elevazione a potenza, 
etc. sono rappresentabili in tale formalismo. Tutti i numeri sino al numero 8 0 sono 
dunque costruibili, in piu: tutti i numeri £ a se a e esso stesso costruibile (e quindi 
tutti i numeri del segmento determinate dal primo numero x tale che £ x = x). 

Pero esistono numeri ordinali numerabili che non sono costruibili: si denoti il minimo 
con % : esso e un ordinale numerabile, per cui non esiste una relazione ricorsiva R 
tale da soddisfare le condizioni di cui sopra. Ancora una volta si saggia la 
“profondita” della classe degli ordinali numerabili. In essa i numeri costruttivi non 
formano che una infima minoranza: infatti il loro insieme e numerabile ( e dunque di 
cardinality H 0 ), ed e in piu addirittura enumerabile, cioe pud essere effettivamente 
“contato”, dal momento che si possono, nei formalismi su accennati, numerare le 
definizioni degli ordinali ricorsivi. Ma la seconda classe di Cantor ha una potenza 
superiore al numerabile: gli ordinali numerabili non costruttivi formano un insieme 
che ha esso stesso la potenza di tale seconda classe di numeri, cioe Ni . E’ del resto 
impossibile precisare il punto in cui avviene la separazione: X e evidentemente un 
ordinale di seconda specie, cioe un ordinale limite: Sfruttando la analogia con la 
presentazione cantoriana dei numeri reali, chiediamo se si possa assegnare ad esso 
una successione della quale possa venire pensato come limite. La risposta e negativa, 
dato che tale successione sarebbe (per ipotesi) costituita da numeri costruttivi, e 
quindi anche X risulterebbe costruttivo. A questo punto si arresta dunque questa 
indagine finitista: le condizioni di costruibilita non possono intrinsecamente 
permettere di andare piu lontano, dato che risultano vincolate al numerabile. La parte 
non numerabile della seconda classe di numeri resta dunque soltanto come mera 
potenzialita, anteriormente alia quale si determinano i veri (almeno dal punto di vista 
nominalistico) oggetti matematici? Mentre sempre piu si e venuto allargando 
Lambito e Linteresse di una defmizione precisa del calcolo effettivo di una funzione e 
degli sviluppi formali che a questa si rifanno, ci si pud pure domandare che 
valutazione dare, in sede piu generale, del fatto che tale indagine si debba cosi 
troncare a proposito della seconda classe degli ordinali (e quindi anche a proposito 
del continuo). Una soddisfacente risposta a questo problema e strettamente collegata 
alia discussione del metodo con cui si dimostra la coerenza AC e GCH. 

Consideriamo in un conveniente linguaggio logico le formule della Analisi: tra le 
forme analitiche consideriamo le sole formule aritmetiche 61 : aritmetici si chiamano 
usualmente gli insiemi che possono essere definiti da tali formule, che formano la 
cosiddetta gerarchia iperaritmetica : e no to che Lestensione della gerarchia nel 
transfinito costruttivo porta ad insiemi iperaritmetici , definiti cioe mediante le 




formule iperaritmetiche . Se pero si elimina l’assunto che i livelli transfmiti debbono 
necessariamente corrispondere ai buoni ordinamenti ricorsivi e si ammettono pure 
ordinali arbitrari come “etichette” dei successivi livelli, si ottengono insiemi in 
grandissima quantita . Questi insiemi sono i cosiddetti insiemi costraibili di Godel. 
Essi non solo rappresentano un modello di ZF: ma in tale modello si provano AC e 
GCH, e (in particolare 2 K ° 0 Ni). Quindi in questo contesto si pud ben dire che quel 

limite, a cui si accennava piu sopra, viene valicato. Ad un prezzo pero: il 
“costruttivismo” godeliano non e in senso stretto il costruttivismo “nominalista” del 
paragrafo precedente: esso infatti richiede il passaggio dagli ordinali costruttivi a 
ordinali arbitrari : il che non pud essere affatto accettato dal matematico costruttivista, 
dato che egli non accetta quest’ultima nozione, che invece il “platonista” accettera 
seguendo la nozione (per es. in ZF) di numero ordinale. 

Gli insiemi “costruibili” rappresentano una realizzazione della stessa fondazione 
predicativa della matematica . Weyl riduceva sensibilmente, in “Das Kontinuum” 63 , il 
concetto di insieme, la dove sosteneva che “non si pud descrivere diversamente un 
insieme (infinito) che mediante la enunciazione di proprieta caratteristiche degli 
elementi dell’insieme” e bandiva le defmizioni impredicative. Nel procedimento per 
mostrare la coerenza della ipotesi del continuo con gli assiomi di ZF e una restrizione 
di tale genere che viene accettata. Ma mentre Weyl proponeva la riduzione a livello 
teoretico generate, qui tale riduzione e adoperata strumentalmente al fine di ottenere 
risultati relativi ad una teoria degli insiemi che salva il transfinito cantoriano - 
mantenendone il carattere impredicativo - ( come fanno appunto ZF o GB) ed e 
riportata all’infinito della teoria stessa, mediante il metodo della relativizzazione 
(owero dei modelli intemi) 64 . Fa cosa viene effettuata in ZF 65 , come segue. Si 
considera una formula A con almeno una variabile libera z. Fa formula A deve 
essere ottenuta da combinazioni logiche di formule atomiche del tipo x = y e x e y 
esclusivamente. Un modello per una formula di questo tipo e costituito da una 
famiglia di insiemi X ; in tale modello il simbolo e e interpretato come la relazione 
di appartenenza a insiemi. Se A ammette esattamente una variabile libera, essa 
determina un sottoinsieme y di X che consiste di tutti gli elementi z di X che 
soddisfano la condizione che X sia modello di A(z). Nel caso che A ammetta k + 

1 variabili libere, allora si pud dire che ogni assegnazione di valori f , ..., t k in X 
per ogni k-upla di tali variabili di determini, insieme con A, un sottoinsieme y di 
X. Se con A x si indica A con tutte le variabili vincolate ristrette a X allora y pud 
essere definito per astrazione cosi: y = { z X / A x (z , ti, ..., t k )}. F’insieme X 1 
venga ora definito con la unione di X e dello insieme di tutti 
gli insiemi y cosi definiti. Questa defmizione di X 1 pud essere data interamente 
entro ZF, in modo che Fespressione Y = X 1 risulti una formula di ZF 66 . X 1 e detto 
famigli di sottoinsieme definibili (con formule di tipo A) di x. Si definisca ora una 
sequenza transfmita F a dove a e un ordinale arbitrario . ponendo, per induzione: F 0 
= 0 ; F = ( U Lp). 11 carattere predicativistico della cosa sta nel fatto che ogni 

insieme in F a+1 - F a e definito senza fare riferimento alia totalita F a+1 a cui 
appartiene, ma soltanto con riferimento a una totalita piu piccola. Ma il carattere 



infinitistico sta invece nel gia osservato uso di ordinali arbitrari. Si ha ora la seguente 
definizione : un insieme x si dice costruibile se esiste un numero ordinale a, tale che 
x £ L a • 

Gli insiemi costruibili formano ancora una gerarchia. Ma al contrario di quelle 
considerate precedentemente questa gerarchia si estende nel transfinito cantoriano . 
Gli insiemi costruibili si possono introdurre, invece che attraverso una gerarchia, 
definendoli come elementi del codominio di un particolare funzione F(a) definita 
sulla classe (nel senso di GB) degli ordinali. Le due definizioni sono owiamente 
equivalenti 67 . In ogni caso la introduzione degli insiemi costruibili pud essere vista 
come una particolare questione di definibilita, piu precisamente di definibilita in 
termini di ordinali . In essa si presuppone infatti come data la collezione di tutti gli 
ordinali (adoperati nella formazione della gerarchia degli L ): ovvero ci si serve di 
procedimenti in termini di numeri ordinali (facendo la assunzione che per ogni 
numero ordinale e dato un simbolo che lo denota) 68 . Tuttavia nella definizione degli 
insiemi costruibili non si ammettono tutti i mezzi logici di definizione: per defmire un 
elemento di L a+ i i quantificatori vengono ristretti (come si e notato piu sopra) a < 

L c > 69 

Cio ha come conseguenza che si possono definire insiemi (anche insiemi di numeri 
naturali) in cui non si pud dimostrare che siano costruibili: il che impedisce di 
concludere che ogni insieme possa essere costruibile, anche se non impedisce 
naturalmente di assumere cio coerentemente con gli altri assiomi di ZF. 

13-11 modello degli insiemi costruibili. 

Gli insiemi costruibili non costituiscono certo un insieme in ZF, quanto piuttosto una 
classe nel senso di GB. Come gia accennato, la frase “ x e costruibile” ammette una 
conveniente traduzione in ZF: d’ora in avanti, si convenga che “ x e L “ sia una 
abbreviazione entro ZF per esprimere che x e costruibile. Tale formula fornisca la 
condizione di una relativizzazione in ZF (cfr. paragrafo 11). Si ha cosi una 
interpretazione di L(ZF) in se stessa: il primo passo e mostrare che si ha addirittura 
una interpretazione di ZF in se stessa (cioe, intuitivamente che gli insiemi costruibili 
sono modello per ZF). E’ immediato mostrare che valgono Fassioma di estensionalita 
e quello di regolarita. Dal momento che i restanti assiomi di ZF sono assiomi di 
esistenza, il problema e quello di assicurarsi che si dispone di un numero sufficiente 
di insiemi costruibili. A.2, a.2 bis, a.3 non offrono difficolta. Per quanto riguarda 
Fassioma delfinfinito occorre dimostrare i seguenti due lemmi: 

Lemma B.l : Vx8xe L —> ( A(x) <-> A l (x) ) dove A(x) significa x e un ordinale. 

Lemma B.2 : per tutti gli ordinali a , a e L a+ i ; in base ad essi si vede agevolmente 
che CO e in L e 

quindi A. 5 provato in L . 



I due assiomi la cui dimostrazione in L non e affatto banale sono (e non a caso) 
proprio i due assiomi che conferiscono a ZF il suo carattere impredicativo. Per 
quanto riguarda l’assioma dell’insieme potenza: sia x e L e P(x) Finsieme potenza 
di x e P L (x) = { y / ye P(x) & ye L};perogni ye 
P L (x) sia (p (y) eguale al minimo a tale che ye L a . Grazie all’assioma di 
rimpiazzamento c’eun ordinale che e il supremo degli ordinali nel codominio di (p . 
quindi ye P L (x)—> y e L . Si consideri Finsieme {y/ye Lp & V t (t e y—>t e x) 
}. Questo insieme e in L'r ed e chiaramente uguale a P L (x). 

Cosi P L (x) e costruibile, il che implica che A.6 vale in L . per il rimpiazzamento. 
Sia A ( x , y , ti, ..t n ) una formula di ZF e AL denoti la corrispondente formula 
relativizzata. Se ti e L e A L definisce y = (p (x) come una funzione univoca in L , 
si deve mostrare che se u e L , il codominio di (p su u e in L. Innanzitutto si prova 
il seguente lemma B.3 : sia (p (x) e L . Se ueL allora 3 w e L , tale che se z e il 
codominio di (p su u , allora z c= w . 

Per procedere oltre e bene riaccennare al teorema di Lowenheim-Skolem: esso cosi 
come formulato in precedenza non pud essere ovviamente espresso un ZF. Il senso di 
tale teorema e che si procede per riduzione dall’intero universo V di ZF a un 
insieme. In questo caso si deve invece ridurre dal dominio L a un insieme. Si ha cosi 
il seguente Lemma B.4 che e dimostrabile in ZF e adatta a L il procedimento del 
teorema di Lowenheim-Skolem: sia A( Xi, ..., x n ) una formula in ZF gia relativizzata 
a L. Sia Se L. Esiste allora S'eL tale che S 1 id S e per ogni x , e S 1 , A ( 

jc i, ... , x n ) <-> A s i ( xi, ... , x n ) (dove A s e A con tutti quantificatori ristretti a 
B ) .Si osservi che non si fanno enunciazioni di cardinality a proposito di S , dal 
momento che non si ammette AC tra gli assiomi ZF. Per provare A ! 4 n a questo 
punto basta considerare la formula A relativizzata L che per valori particolari dei 
parametri definisce la funzione univoca y = (p (x). Sia u e L e sia z il codominio di 
(p su u : per il lemma B.3 c’e un ordinale a tale che zcL a e si pud assumere pure 
che u e i ti appartengono a L a . Prendendo L a come lo s del lemma B.4, segue 
che per qualche S 1 in L si ha A( x , y ; f )e^A s i ( x , y ; f ) per tutte le x , y, in S 1 . 
Dal momento che S J eLp per qualche (3 e dal momento che z = {ye S 1 / 3xeu 
& A s i ( x, y ; h)}, z viene definito mediante una condizione in cui tute le variabili 
sono ristrette a Lp e dunque z g (Lp ) 1 = Lp + i sicche z g L e A*4 n vale in L . 

Con il che si e pure mostrato che tutti gli assiomi di ZF valgono in L, in piu si vede 
agevolmente che se si pone L 0 = R 0 = 0 , gli assiomi di ZF sono soddisfatti gia da < 
L Mco , G Mco > . Il senso di tutto cio e semplicemente che vi sono ordinali a 
arbitrariamente grandi ed e per questo che gli assiomi di ZF non sono in grado di 
distinguere tra Fintero universo e certi insiemi sufficientemente grandi, il che riporta 
ancora a questioni di categoricita, qui in particolare al principio di riflessione (per cui 
cfr. oltre). 


14- Assolutezza. 



Dal paragrafo precedente si ha owiamente il teorema B. 1: se A eun assioma di ZF, 

allora ZF I- A L . Per provare la coerenza dell’ipotesi del continuo, occorre enunciare 
Fassioma di costruibilita e provare due teoremi relativi ad esso. L’assioma di 
costruibilita non e altro che Fasserzione che ogni insieme X e costruibili, asserzione 
owiamente esprimibile in ZF e che qui, per convenienza, si esprimera con V = L ( 

V denotando Funiverso, L come al solito la classe degli insiemi costruibili . 

Rispetto a tale “assioma” si proveranno: ZF I- ( V = L ) L (teorema B.2) e ZF I- (V 
= L ) —>AC & GCH (teorema B.3) . L’unione di tali due teoremi con il teorema B.l 
permette di concludere agevolmente che se una contraddizione si verificasse in ZF + 
GCH essa dovrebbe verificarsi gia in ZF. La prova di coerenza relativa di GCH in 
ZF consta dunque di due momenti: la prova della coerenza relativa di V = L 
mediante il metodo dei modelli intemi e la prova, in ZF, che V = L implica la ipotesi 
del continuo: per provare ora che V = L e vero in L , occorre mostrare che la 
costruzione di L a porta alio stesso risultato sia nel modello L che nell’universo V 
. 11 fatto che ci siano insiemi L a in L che soddisfano la definizione di L a 
relativizzata segue dal fatto che i mezzi con cui vengono ottenuti il principio di 
induzione transfinita e Foperazione che permette di passare da X a X 1 valgono in L 
, dato che L e il modello per ZF. Invece il fatto che gli L a cosi costruiti siano gli 
stessi che gli originali L a e cioe che valga (V = L) e conseguenza di un fatto piu 

n c 

generale indipendente dal fatto che L sia un modello di ZF . Cioe, se si sta 
operando in un dato insieme (o anche classe) transitivo B in cui la costruzione degli 
L a pud essere sviluppata relativizzata a B, per un dato a in B )B contiene infatti tutti 
gli insiemi che e necessario avere) deve risultare L a identico all’ordinario L a . Qui 
di nuovo si coglie Fimportanza del carattere predicativista del fatto che per stabilire 
x g L a si richiede solo di considerare gli Lp con (5 < a senza riferimenti a L a . 
Procediamo formalmente come segue: B(x) denoti una qualsiasi formula che pud 
avere altre variabili libere, che verranno considerate come fissate: si assuma che B(x) 
sia transitiva, cioe che valga B(x) & y e x—>B(y). Per ogni formula A si denoti con 
A b la relativizzazione di A alia proprieta B, cioe la formula ottenuta richiedendo 
che tutte le variabili in A soddisfino B(x). Si vedono subito due cose: a) la 
relativizzazione di A a un insieme transitivo S eun caso particolare di questo tipo 
di relativizzazione, ponendo B(x) = xe S ; 

b) lo stesso dicasi per la relativizzazione agli insiemi costruibili, dato che si pud porre 
B(x) = x e L .11 principale interesse della discussione sulla “assolutezza” e proprio 
dovuto, in questa sede, a quest’ultima circostanza. Una formula di: ZF , A (xi, ...., x n 
) si dice defmire una relazione assoluta (cioe sostanzialmente una invariante rispetto 
alle trasformazioni sui modelli) se per tutte le condizioni transitive B(x), si ha che 
B(xi) &....& B(x n ) & A b ( Xi, ...., x n )—»A( Xi, ...., x n ). Inoltre, se B 1 e un’altra 
condizione tale che V x B(x)—>B*(x) allora: 

B(x t )& ... &B(x n )& A b ( xi, ...., x n )-> A b ( x u ...., x n ). 

Intuitivamente cio significa che per stabilire A( xi, ...., x n ) e sufficiente stabilirla in 
una qualsiasi classe (qui nel senso di estensione di una proprieta) che e ampia a 



sufficienza per contenere gli oggetti di cui A sta parlando. Sarebbe assurdo poi 
richiedere A B senza porre nello antecedente anche quelle condizioni che 
assicurano che la classe B e sufficientemente ampia. Si pud anche introdurre una 
nozione di assolutezza piu stretta della precedente, richiedendo che A sia assoluta 
se, qualora A venga relativizzata a una classe B, per cui gli assiomi di ZF valgono se 
relativizzati a B, allora A^ A B . Questo e appunto, owiamente, il nostro caso. Non 
tutte le relazioni sono assolute: consideriamo la relazione y = P(x) : essa non e 
assoluta, dato che y pud essere Finsieme di tutti i sottoinsiemi nella classe B, ma 
non il “vero” insieme potenza. L’assioma A.6 richiede di “setacciare” Fintero 
universo per tutti i possibili sottoinsiemi e quindi ha un carattere imprendicativo. Ed e 
naturale notare che non e assoluta quindi nemmeno la relazione CCCCCCCC : il 
fatto che in una classe B non ci sia una corrispondenza biunivoca di xsuy, non 
implica che tale mappa non esista in assoluto: si ricordi a questo proposito la 
discussione sul paradosso di Skolem (paragrafo 9). Ecco invece una successione di 
relazioni assolute, Fassolutezza di ciascuna delle quali risulta owia se si ammette 
Fassolutezza delle precedenti: 

1. x g y 

2. x = y 

3. xcy 

4. x^y 

5. z = xny 

6. z — { x , y } 

7. z = < x , y > 

8. ze una coppia ordinata 

L’esistenza degli L a per ogni a viene agevolmente provata entro ZF a partire dagli 
assiomi. Sicche questi valgono poi in L , compaiono pure in L insiemi L a che 
soddisfano le medesime condizioni degli L a precedenti, una volta che queste 
vengano relativizzate mediante L . Ora se x g L , c’e un a tale che x g L e si ha 
pure a g L . ma i risultati sulla assolutezza implicano che gli L a nei due casi siano 
sempre i medesimi sicche xgL h vale relativizzato a L. Da cui segue ( V = L ) L 
(teorema B.2). 

15- L’assioma di costruibilita implica AC e GCH. 

Resta infme da dimostrare il teorema B.3. Innanzitutto si prova agevolmente il 
Lemma B.5 , V = L—>AC (indipendentemente dunque dallo sfruttare GCH—> AC). 
Infatti Finsieme L 0 e owiamente bene ordinato e il buon ordinamento di Lp , per 
ogni (3 < a , si estende in maniera naturale a L ? , cioe L a 76 . Quindi vale il 
teorema del buon ordinamento e quindi AC vale in L. da questo momento si opera 


9. z = x ® y 

10. x e una funzione 

11. x e un ordinale 

12. x = co 
13. y = X 1 

14. x = L a 

15. a e un ordinale e x = L a 




non solo in ZF, ma anche in ZFC (cioe ZF + AC). Per esempio da AC segue subito 
che se X e infinito allora X 1 — X e L a = a . 

Per GCH la via e pm complicata e pm lunga, Consideriamo il fondamentale lemma 
B.6 : se x g L a , a e infinito e ycx, allora esiste un ordinale [3 tale che = a e 
y g Mp. Tale lemma porta al cuore del problema del continuo. Si ponga a = to (che 
e Fordinale che corrisponde all’insieme dei numeri naturali). II continuo C pud 
venire pensato come (cfr. P. II) l’insieme di tutti i possibili sottoinsiemi dello insieme 
dei numeri naturali e quindi, ponendo nell’enunciato del lemma B.6 x = co, si ottiene 
y g C . Ogni elemento y di C pud essere dunque pensato come appartenente a Lp 
dove |3 indica qui un ordinale della seconda classe di numeri, cioe un ordinale 
numerabile (dato che per il lemma B.6 ft = co . Dato poi che il tipo (rango) di y 
risulta minore e eguale di (3 , si vede che in L ogni insieme di numeri naturali e 
costruito dopo un numero numerabile di passi. Ma dato che il numero degli ordinali 
numerabili e Ni e Lp = Ni se [3 e numerabile, questo implica appunto CH, cioe C 

= 2 = K i . Si dia innanzitutto una giustificazione intuitiva del fatto che tutti gli 

insiemi di numeri naturali sono costruibili mediante ordinali numerabili. Se y cz CO, y 
g Lp , allora ci si chiede quali siano le proprieta essenziali di [3 che implicano che y 
g Lp . Ora y e determinate dal valore di verita (cfr. P. II) del numero numerabile di 
enunciati “n g y”. Si pud pensare che ogni n imponga una condizione su (3: ora 
ogni insieme (costmibile) y di interi a priori e costruibile a un certo livello y: si 
asserisce che esso e costruibile a un certo livello (3 numerabile; la cosa si pud 
chiarire dicendo che e plausibile pensare che quel numero numerabile di condizioni, 
come e soddisfatto da y, possa essere soddisfatto da [3 . Chiave del procedimento e, 
ancora una volta, il teorema di Lowenheim-Skolem. Entro ZFC esso pud essere 
formulate in questi termini (si tratta owiamente solo di una formulazione parziale del 
teorema): Lemma B.7 : sia A( xi, ...., x n ) una formula di ZFC. Si pud dimostrare in 
ZFC che per qualsiasi insieme S, esiste un insieme S 1 , S 1 3 S e tale che S 1= max 
(M 0 , S ) q per tutti gli: ije S 1 , A ( x \,..., x n ) <-> Agi ( xi,..., x n ) (dove Agi e 

1 nn 

A con tutti i quantificatori ristretti a S ) . 

Si consideri ora che Fenunciato “(3 costruisce Lp “ e una proposizione di ZFC che 
esprime il fatto che (3 eun ordinale e esiste una funzione F defmita per tutti i y < (3 

tale che per ogni y , F(y) =s<y V ^ 0 p ^ ^ * l (\ Prendendo ora Finsieme S 

del Lemma B.7 come la unione di L a , { Lp } e { y } e considerando gli enunciati “(3 
costruisce L “ si ottiene dal Lemma B.7 il seguente Lemma B.8 : esiste un insieme 
estensionale T , T = a tale che [3 costruisce L a cT e Lp, |3 , y sono elementi di 
T tale che Fenunciato “|3 costruisce Lp “ e valido quando venga relativizzato a T (T 
e detto estensionale se si verifica: x,yG T & x^y -^>3 zgT(zgx & -izGy) 
v(zGy & -i z g x)) . Per terminare la prova del fondamento lemma B.6 , occorre 
infine aggiungere il cosiddetto lemma di contrazione, lemma B.9 (dimostrato in base 
ad A.7): se A eun insieme estensionale (cfr. sopra), esiste allora un unico insieme 








transitivo A 1 e una unica corrispondenza biunivoca (p da A su A 1 tale che (p sia 
un g -isomorfismo (conservi cioe la relazione di appartenenza, x e y—xp (x) e (p (y) 
). Ma allora c’e un unico e -isomorfismo (p di T su un insieme transitivo R. La (p 
su L a risulta essere la identita, dal momento che L a e gia transitivo. Cosi (p (y) = y 
dal momento che ycx e <p e F identita sugli elementi di x . Tuttavia non e 
necessario che (p sia 1’identita su (5 . Sia 

(p ((3 ) = (3 1 . Allora (5 1 e un ordinale relativo a R . Questo passo e la vera e propria 
“contrazione”, ottenuta grazie alio isomorfismo (p : essa significa che si sono estratti 
dall’ordinale (5 tutti gli ordinali inferiori che giocavano un ruolo nella formazione di 
y in Lp . II risultato e il piu piccolo ordinale (3 1 che costruisce y . La nozione di 
ordinale e infatti assoluta, (3 1 e realmente un ordinale dal momento che (3 1 c R per 
la transitivita di R , p 1 < R e cosi /3 1 < a . 

Cosi “ye Mp! vale relativizzato a R , e quindi vale per assolutezza. Con il che il 
Lemma 6 e infine dimostrato. Riferendoci al problema del continuo interpretiamo 
ancora una volta gli y come sottoinsiemi di ZFC . Si passa, grazie al teorema di 
Lowenheim-Skolem a una famiglia numerabile di insiemi che contengono y e 
formano un modello di ZFC (v = L compreso); ammettendo che tale famiglia sia 
costituita da: 

{A, {A},{A ,{ A }}...}, la contrazione porta a { 0, { 0 } , { 0 , { 0 
dove Felemento minimale A della famiglia e contratto a 0 (che e assolutamente 
minimale), { A } a {0} etc. Ogni insieme costruibile di naturali a un certo livello, lo 
e quindi a livello numerabile. Con il lemma 6 non solo si ottiene CH, ma anche GCH. 
Innanzitutto per ogni a infinito e L a =a , come gia osservato. Ora, nel caso 
particolare in cui a e L a+ i e si vede che se (5 e il cardinale successivo ad a , P(a) 
c Lp sicche P(a) < /3 . Ma per il teorema di Cantor (P. II) e P(a) > a sicche P(a) 
> [5 , cioe GCH. Con il che e provato anche il teorema B.3. Sulla base dei tre teoremi 

e banale mostrare che si ha: ZFb-(coerente ZF)—>(coerente ZF + AC + GCH) dove 
ovviamente si pensa a convenienti ritraduzioni, in ZF, mediante aritmetizzazione 
degli enunciati esprimenti la coerenza di un certo insieme di proposizioni. Cosi 
mediante una “apertura” verso il transfinito della struttura ramificata dei gradi delle 
concezioni predicativiste , si individua un modello della teoria degli insiemi (oltre la 
struttura cumulativa dei tipi) in cui il problema del continuo viene ad avere la 
soluzione prospettata da Cantor. Tuttavia il problema non si puo dire in generale 
risolto, conformemente alia aspettativa cantoriana. Infatti, innanzitutto, si mostra che 
CH (come pure AC) risulta indipendente come del resto risulta indipendente da ZF,e 
anche da ZFC lo stesso assioma V = L : (Sezioni C) e D) di questa parte). 

Si potrebbe pero sempre sostenere che, pur essendo formalmente indipendente, V = L 
rappresenti tuttavia un ulteriore, relativo compimento alia teoria assiomatica degli 
insiemi che voglia adeguatamente rispecchiare la nozione generale (il che porterebbe 
per conseguenza ad accettare la soluzione del problema del contino proposta da 
Cantor). Tuttavia a questa posizione non mancano obbiezioni di diverso tipo, che 



rendono perlomeno problematico accettare V = L come assioma della teoria degli 
insiemi. Un cenno alia questione gia si e fatto a proposito della definibilita in termini 
ordinali. Tuttavia tale questione sara ripresa in P. V. Passiamo ora a considerare i 
risultati di indipendenza, dopo quelli di coerenza relativa. 


SEZIONE C: Indipendenza delEipotesi del continuo e del principio di scelta. 


16- II modello minimale. 


La via pm naturale per ottenere una prova di indipendenza di una proposizione J in 
un sistema elementare K, previsto che K + J sia coerente, e senza dubbio quella di 
esibire un modello per cui valgano gli assiomi di K e non valga J (anche se non 
anca, almeno in linea teorica, un’altra via, quella della analisi diretta della struttura 
delle dimostrazioni): si tratta dunque di cercare nuovi modelli di ZF. Finora se ne 
sono esaminati due: la struttura cumulativa dei tipi (Sezione A) e la struttura 
ramificata dei gradi (Sezione B) (owero gerarchia degli insiemi costruibili). In questa 
sezione se ne considerera un terzo: la gerarchia degli insiemi “generici”. Si e 
mo strata nella sezione B) che V = L —» GCH & AC e si e detto (P. II) che 
GCH—> AC , donde V = L—>GCH—>AC. Qui mostreremo, oltre all’indipendenza 
dell’ipotesi del continuo e del principio di scelta, anche che ZF + GCH non implica 
V = L, cioe sostanzialmente che Fassioma di costruibilita non e una variante della 
ipotesi del continuo stesso. 

Anche in questa come nella precedente, parleremo indifferentemente, a seconda di 
come sia piu opportuno, di interpretazioni oppure di modelli (cfr. paragrafo 11). 
Cominciamo a osservare 

la limitazione del metodo dei modelli interni relativamente alle dimostrazioni di 
indipendenza che ci proponiamo. L’idea centrale e quella di sviluppare una idea di 
costruibilita piu ristretta che nella sezione B). Si ha cosi la gerarchia degli insiemi 

fortemente costruibili ; ponendo M 0 = 0 e ' 1 ' ' ' dove M 1 

denota ora la seguente operazione: per ogni insieme X , X 1 consiste dell’unione di 
X e di tutti gli insiemi ottenuti ai punti 1.-6. , dove tutte le formule e tutte le 
definizioni vanno considerate relativizzate a X : 

1. 0G X 1 

2. se x, y g X allora { x , y } g X 1 

3. se x g X , allora uxgX 1 

4. appartiene a X 1 l’insieme di tutti gli y in X tali che ycx per un prefissato x in 
X. 

5. se (p e una condizione univoca in X defmita da una formula relativizzata a X e 
se u g X , allora 



pure il codominio dalla (p (u) appartiene a X 1 . 

6. appartengono a X 1 anche 0, 1,2, ..., co. 

Ciascuna di queste operazioni corrisponde a un assioma esistenziale di ZF. A 
differenza degli insiemi costruibili della sezione B) qui non richiediamo che XeX 1 . 
Lo ammettere X e X 1 in un certo qual senso corrisponde a un tentativo di postulare 
l’esistenza di un insieme “universale”. Per questa ragione gli L a della sezione B) non 
terminavano mai. Chiamiamo ora fortemente costruibile un insieme x per cui esiste 
un a tale che x e M a . Con un procedimento analogo a quello della sezione B) si 
mostra che tutti gli assiomi di ZF valgono nel dominio degli insiemi costruibili. Ora 
se M a e un modello per ZF, allora per la costruzione di cui sopra, si ha che M a _i = 
M a e piu in generale M a = Mp per tutti i (3 > a . Poniamo ora M = u M a dove 
a varia nella classe (in senso di GB) degli ordinali. M e un modello di ZF ( Lemma 
C.l) . A questo punto occorre una osservazione: mentre tutto il procedimento della 
sezione B) si basava sull’asserzione (in Sezione A)) che esisteva un modello S per 
ZF (assioma M ), occorre qui rafforzare tale asserzione postulando la esistenza di un 
insieme S tale che se Re: {<x,y>/xey & xeM & ye M}, S e un 
modello di ZF interpretando la relazione e come R . S talvolta chiamato modello 
“standard” di ZF dal momento che la relazione usata e puramente la relazione e. 
Come Fassioma M, anche questa nuova asserzione (che chiameremo assioma SM) e 
indimostrabile in ZF dal momento che sia Fassioma M che SM implicano la 
coerenza di ZF. La ammissione di un modello standard per ZF (cioe Fassioma SM) 
non e altro che un rafforzamento di una proposizione di ZF che esprima che ZF e 
coerente: tuttavia tale rafforzamento non appare affatto innaturale, dato che non si fa 
altro che esprimere la convinzione che non solo ZF parli di qualche cosa (dato che 
non e coerente), ma parli anche proprio delle cose di cui vuole parlare . Cio posto, si 
ha il seguente Lemma C.2 : ZF +SM implica l’esistenza di un unico modello 
transitivo M° tale che se N eun modello “standard” (nel senso piu sopra chiarito), 
allora esiste un e -isomorfismo di M° in N . M° e numerabile. Infatti Fassioma SM 
garantisce la esistenza di un modello standard S. sia a 0 il supremo di tutti gli 
ordinali in S. Dal momento che la nozione di ordinale e assoluta, non occorre 
distinguere tra ordinali relativi a N ed ordinali minori di a 0 . Se a < a 0 , L a ha 
dunque il medesimo significato relativizzato a S. Poniamo X a = u{Lp / (3 < a}. Ora, 
dal momento che S eun modello di ZF, anche X^ e un modello di ZF. Poniamo 

che OCi sia il minimo ordinale tale che X a = M° sia un modello per ZF. Si vuole 
innanzitutto mostrare che M° e minimale. Sia allora N un modello transitivo di ZF (t 
le restrizioni per il lemma B.9 o lemma di contrazione e solo apparente) . 
oc 0 denoti ora il supremo di tutti gli ordinali di N sicche X^ risulta modello di ZF e 

cosi OCi < oc 0 . Ma X^ e l’insieme di tutti 

gli insiemi costruibili relativi a N sicche X^ c N e cosi X ai c X^ c= N , donde 

M° cN.il fatto che M° sia numerabile segue poi dal teorema di Lowenheim-Skolem 
che asserisce appunto che esistono sottomodelli numerabili di M°. Un semplice passo 



che utilizza la assolutezza della costrazione di M , mostra che M° e M coincidono. 
Si pud enunciare ora un assioma forte di costruibilita . che consiste nell’asserire che 
ogni insieme x e fortemente costruibile, cioe che “per ogni insieme x, esiste un 
ordinale a tale che x e M a abbreviando V = M. Con cammino parallelo a quello 

della sezione B) si mostra che vale ZFt-(V=M) ( Lemma c.3) ed inoltre si vede 
agevolmente che V = M—>V = L , e quindi V = M—>AC & GCH. Naturalmente vi 
sono domini in cui V = M risulta falso, ovviamente (cfr. Lemma C.2) ogni modello 
non numerabile. Occorrono qui due osservazioni: 1) al fine di caratterizzare il 
modello minimale e metterne in luce l’importanza epistemologica, si pud osservare 
che per ogni elemento x in M, c’e una formula A(y) : si pud dire che gli insiemi 
fortemente costruibili soddisfino in un certo senso l’esigenza “nominalista” debole, in 
quanto in M ogni elemento riceve, per cosi dire, “un nome”; 2) si mostra che il 
metodo della relativizzazione non serve per le prove di indipendenza a cui si 
accennava piu sopra. Piu precisamente: Lemma C.4 : sia A(x) una qualsiasi formula 
di ZF. Non si pud provare in ZF (+ Fassioma SM) che valgano gli assiomi o V ^ L 
nella relativizzazione alia classe di tutti gli x che soddisfano A(x). A fortori questo 
vale anche per ZF + -i AC e per ZFC + -i GCH. La ragione di tale impossibility 
sta proprio nel fatto che ogni relativizzazione, per cosi dire, contiene in se la 
relativizzazione agli insiemi fortemente costruibili. Infatti, se si ammette che una tale 
formula A(x) esiste, si possono scegliere allora gli elementi x di M per i quali 
vale AS relativizzata a M . Sia M 1 il dominio costituito da tali x : e M'cM, ma 
M e minimale, quindi MeM 1 risultano isomorfi tra loro, e dunque dal momento che 
V = L vale in M , e se vale pure in M 1 , contro l’ipotesi che V ^ L valga in M 1 . 
Constatato che il metodo dei modelli interni viene meno, passiamo a considerazioni 
piu generali. Anche qui otteniamo un risultato limitativo, col lemma C.5 : da ZF o da 
ogni latro sistema di assiomi rispetto al quale Fassioma di costruibilita risulti 
coerente, non si pud provare Fesistenza di un modello non numerabile in cui valga 
AC e 2*° *Hi . 

Una precisazione: qui ci si riferisce, ovviamente, nell’ipotesi della coerenza di ZF, ai 
modelli “standard”, owero, (traducendo in termini di pura sintassi) alle 
interpretazioni di ZF in cui e ^ e ancora il predicato e . Sia ora M 1 un modello 

non numerabile (come nell’enunciato del lemma) e si consideri lo insieme degli 
ordinali che costituiscono il tipo (= rango) di ogni insieme x in M 1 . Tale insieme p 
contiene tutti gli ordinali numerabili oppure ammette un supremo numerabile a. In 
questo secondo caso, per qualche (5 e M 1 , Finsieme degli x tali che rango di x = (5 , 
che e un insieme in M 1 , deve essere piu che numerabile e quindi, grazie ad AC, M 1 
contiene tutti gli ordinali numerabili. Dal momento che V = L e coerente e per 
costruire i numeri reali sono necessari solo gli ordinali numerabili, e coerente 
assumere che tutti i numeri reali siano costruibili in M 1 , ma allora C viene ad avere 
cardinality Ni, cioe vale CH ; ed il lemma C.7 e dimostrato. 

Si ha cosi che mentre Fesistenza di modelli numerabili per ZF era solitamente 
considerata come un fatto meramente paradossale, dai precedenti lemmi segue che 


l’interesse di tali modelli diventa centrale ai fini delle dimostrazioni di indipendenza 

(che risultano quindi pm complesse delle corrispondenti dimostrazioni di coerenza). 

17- presentazione del forcing e “lemma di verita”. 

I nuovi modelli (“standard”) che costruiremo saranno dunque numerabili; 
richiederemo che essi siano sufficientemente “ampi” da risultare chiusi rispetto alia 
costruzione degli insiemi richiesti dagli assiomi. M denoti d’ora in poi il modello 
minimale, i cui vale V = L . II nostro piano obiettivo di mostrare l’indipendenza di 
V = L dal sistema ZF + GCH. Come nella sezione B), L denotera gli insiemi 
costruibili al passo oc-esimo; ponendosi a 0 = sup{ a / a g M }, oc 0 verra detto 
profondita di M. Si vede subito che M = u{Lp/|3< a 0 } e che l’osservazione 
precedente si fonda sui due lemmi: lemma C.6 e coerente assumere che per nessuna 
a > oc 0 sia u{ L p / p < a } modello per ZF; lemma C.7 : (corollario del precedente). 
E’ coerente assumere che per ogni modello N , oc 0 = sup{ a / a e N } (cioe che N 
ha la stesa profondita di M) . 

Per quanto riguarda poi la “ampiezza” di N si pud sempre pensare di partire dal 
modello M “allargandolo” con Fintroduzione di nuovi insiemi del tipo (= rango) a 
con a < oc 0 • Consideriamo ora un numero reale a, elemento del continuo C che si 
pud pensare, al solito, come un sottoinsieme dell’insieme CO dei numeri naturali. Sia 
a £ M : il passo piu naturale e dunque cercare 

un modello N , profondo come M (cioe con i suoi stessi ordinali) tale che a g N. 

Ma se N contiene a, allora esso deve pure contenere gli insiemi costruibili da a, 
cioe gli L a (a) definiti per induzione L 0 (a) = co u { a } (che e transitivo) e 
* i °^ Q a ^ H ^ ^ per a > 0 . Chiaramente a g M implica L a (a) g N . Ora 
cerchiamo di determinare N in odo che appaia della forma u{ Lp(a) /(3 < oc 0 } per 
qualche acco.Se -iaG M, allora certamente si avra che a non e costruibile in N 
. Il che dara un modello in cui V = L e falso. Si tratta di individuare un tale A. 
Osserviamo che non si pud prendere un a qualsiasi, a c CO e a £ M : allora in 
generale N = u{ Lp(a) /(3 < oc 0 } non sara necessariamente un modello per ZF . Infatti 
Fordinale numerabile a 0 , che non e in M, corrisponde ad un buon ordinamento di CO 

e cosi a un sottoinsieme di co <8> co e quindi a un sottoinsieme di CO stesso. Se a e 
questo sottoinsieme, allora ogni modello di ZF che contiene a deve contenere oc 0 , 
dal momento che e un teorema di ZF che a ogni buon ordinamento corrisponda un 
unico ordinale. Tuttavia, chiaramente, se x g N allora il rango di x risulta minore 
oc 0 sicche non si pud avere oc 0 g N . Cosi a deve avere certe speciali proprieta se N 
e un modello. Ma piuttosto che una descrizione diretta e meglio esaminare le varie 
proprieta di a e determinare quelle che sono desiderabili e quelle che non lo sono . Il 

punto chiave e il fatto che a non deve contener “particolari” informazioni a 
proposito di M (per esempio che oc 0 e numerabile): si viene cosi formando, parlando 
intuitivamente, un “salto” tra certe proprieta “interne” nel modello e certe proprieta 
“esterne” (come Fesempio di cui sopra), nel senso che solo le prime vengono ad 









essere espresse servendosi di elementi e relazioni defmiti nel modello stesso. 
L’insieme a che viene cosi costruito dovra essere considerato, rispetto a M un 
insieme “generico”, nel senso intuitivo della parola: il nocciolo della questione e che, 
sulla base di una “descrizione” del “comportamento” di a come insieme generico in 
M, si e indotti (“forzati”) a concludere che a gode di certe proprieta. Parlando 
intuitivamente, stiamo operando come se facessimo intomo ad a quasi una ricerca di 
carattere sperimentale, mediante la quale prendiamo in considerazione delle 
“informazioni” su a che ci inducono a certe conclusioni. Tali informazioni sono 
costituite da proposizioni della forma n e a dove n e to oppure da negazioni di tali 
proposizioni. Denotiamo con P tale insieme di “informazioni”, presupponendo che 
P sia un insieme coerente (cioe che n e a e n g a non siano 
contemporaneamente in P). La relazione di forcing tra una proposizione A di L(ZF) 
o un insieme P di “informazioni pud venire defmita per induzione sulla struttura 
logica di A o, intuitivamente, interpretata come “la informazione P induce ad 
asserire A a proposito delToggetto (nel caso specifico a) della nostra ricerca”. 
Supponendo di sapere gia sotto quali condizioni P informazione P forza A se A e 
atomica , la definizione di “P forza A” e articolata come segue (limitandosi agli 
operatori logici assunti come primitivi & , -i, 3 ): 

1. P forza B & C se e solo se P forza B e P forza C; 

2. P forza -iBsee solo se per tutti i Q □ P, Q non forza B; 

3. P forza 3 x B(x) se per qualche costante cg S,P forza B(c). 

In 3. , S e un opportuno insieme di costanti. I tre passi della definizione rispecchiano 
adeguatamente la nostra caratterizzazione intuitiva: il passo piu interessante e il passo 
2 in cui ci si cautela, per cosi dire, dal pericolo di concludere da “scarse” 
informazioni a asserzioni che violerebbero il carattere “generico” di a : se infatti per 
avere P forza -i B fosse sufficiente che P non forza se B, allora si avrebbe 
immediatamente che ogni informazione P e in grado di forzare la conclusione A 
oppure -i A per qualunque A che verta intorno alio insieme a . Occorre poi 
ricordare che il nostro scopo e trovare a c to in modo che a g M e se N = u{ Lp(a) 
/p £ M }, allora N risulti un modello di ZF. Ma prima di trovare realmente a 
dobbiamo essere in grado di “nominare” gli elementi di N. Occorrera dunque 
“estendere” il linguaggio di ZF in modo di poter “parlare” degli elementi di N. In un 
certo senso, anche qui, sebbene a livello meramente tecnico, ci si muove in 
un ambito “nominalista”: in realta si tratta di trovare un modo per assegnare delle 
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“etichette” (Cohen: “labels”) , agli elementi di N. La situazione e analoga alia 
costruzione della estensione algebrica di un campo K formato aggiungendo la radice 
a di una equazione irriducibile f(x) = 0 ; gli elementi della estensione sono tutti 
della forma p(a) dove p e un polinomio e a e preso come simbolo formale (con la 
convenzione che p(a) = q(a) se p(x) - q(x) e divisibile da f(x)). Qui gli insiemi in 
L a (a) che non sono in Lp(a), (3 < a , sono tutti definiti da formule { x e X a / A(x) } 

dove X<3< ” i»V<x M e A e una formula con tutte le variabili vincolate ristrette a 




X a e che pud avere come costanti particolari elementi di X a . Si tratta ora di avere 
una enumerazione di tutte queste possibili formule. Si ha allora la seguente 
definizione : una corrispondenza definita in ZF e detta una e-rappresentazione se 
assegna a ogni ordinale 0 < a < a 0 un insieme S a detto e-spazio e funzioni f a 
definite in S a tali che gli insiemi S a sono disgiunti e se ce S a , f a (c) e una 
formula A(x) che ha tutte le sue variabili vincolate ristrette a X a e che pud avere 
elementi di Sp con (3 < a che compaiono come costanti. La funzione f a deve 
mettere in una corrispondenza biunivoca S a con l’insieme di tutte le formule. 
L’insieme S 0 e definito come F insieme cou{a} dove a e un simbolo formale. 

Scriviamo « S< * . 

Risulta chiaro che ogni ce S e in un unico S a . Siamo ora in grado di defmire per 
ogni c e S a un insieme c come segue. Per ce S 0 , c viene definito in modo 
owio. Per ce S in S a , a > 0, sia f a (c) = A( x, ci, ... c m ), C; e Sp., (3; < a dove 
A( x, ti, ... t m ) e una formula in ZF con tutte le variabili vincolate ristrette a X a . 
Spesso d’ora in poi scriveremo 3 a per indicare che la variabile vincolata da 3 e 
ristretta a X a . Se definiamo X a per induzione come [cl c e Sp&(3<a} allora: 

c — { x e X a l A ( x , ci,..., c m )} .A questo punto occorre definire gli e-spazi per 
induzione transfmita. Definiamo S come l’insieme di tutte le formule A(x) stesse. 
Cosi si definisce S per induzione come Finsieme delle formule (A ( x, c ls ... c m )) 
c ± e. U S 

dove ft < °< 01 e i quantificatori sono della forma 3 a . Questo significa che un 
elemento di S a e una formula i cui termini sono essi stessi formule, etc. e quindi 
esso presenta una successione (finita) di formule “inscatolate” una nell’altra e in cui 
3 ha un indice ordinale. La difficolta rappresentata dal fatto che ZF ammette solo 
simboli per insiemi e eliminata mediante un procedimento di aritmetizzazione . A 
questo punto si e in grado di esaminare proposizioni intomo a N. 

Definizione : Una proposizione limitata e una proposizione in ZF in cui ogni 
quantificatore e della forma 3 a per qualche ordinale a < a a e che pud avere 
elementi di S come costanti. 

Definizione : Una proposizione non-limitata e una proposizione in ZP che pud avere 
elementi di S come costanti. 

Quando il modello N viene infine costruito, proposizioni limitate e non-limitate 
diventano enunciati relativi a N quando si sostituiscono a ogni c in S il 
corrispondente insieme c o 3 a x viene interpretato come 3 x , con x ristrette a 
X a . Le proposizioni limitate “parlano” soltanto di elementi di X a per qualche a. Si 
definisce cosi la seguente gerarchia: 

Definizione: se A e una proposizione limitata, si pone rango A = < a, i, r > dove: 

1. a e il minimo ordinale tale che se zip occorre in A , allora [3 < a e se ce Sp 
occorre in A, allora (3 < a . 

2. r e il numero dei simboli in A. 











3. i = 0 se a e un ordinale successivo, (a = (3 + 1) o 3 a non occorre in A, e nessun 
termine della forma cg (...), c = (...) oppure (...) = c , occorre in A dove c e Sp . 
Altrimenti i = 1. 

Defmizione : < 0Ci, ii, ri > « a 2 , i 2 , r 2 > se 0 C|< a 2 oppure 0Ci = a 2 e ii < i 2 , oppure 
ai = oc 2 , ii < i 2 e ri < r 2 . 

L’informazione P e, come gia osservato, costituita da proposizioni atomiche del tipo 
n g a o loro negazioni (con n e to) che possono ora essere considerate proposizioni 
limitate prendendosi n e a come elementi di S 0 . Passiamo ora a definire in maniera 
completa P forza A limitato . per induzione sul rango di A. E’ bene osservare che il 
passo craciale di tale definizione e proprio la negazione (e quindi anche il 
quantificatore universale V una volta che sia stato introdotto come -1 3 - 1 ). I passi 
1. e 2. sono analoghi a quelli di pag. 287 (del testo originale -N.d.r-). Si ha poi: 

3. P forza 3 a x B(x) se e solo per se qualche cg Sp , (3 < a P forza B(c). 

4. P forza Ci = c 2 , dove CiG S a , c 2 g Sp , y = max (a, (3) se o y = 0 e ci = c 2 come 
elementi di S 0 . ovvero y > 0 e P forza V Y z (x g CiGGx g c 2 ). 

5. P forza CiG c 2 dove CiG S a , c 2 g Sp , a < (3 se P forza A(ci) dove A(x) = fp( c 2 ) 
(A(x) e la formula che definisce c 2 ). 

6. P forza CiG c 2 , dove CiG S a , c 2 g Sp , a > (3 e non a = (3 = 0 , se per qualche c 3 g 
S Y , y<f3sef3>0,y=0sef3 = 0,P forza V a x (x g ciGgx g c 3 ) & (c 3 g c 2 ). 

7. P forza CiG c 2 dove Ci, c 2 g S 0 , se Ci , c 2 g co e CiG c 2 (come elementi di S 0 ) 
oppure c 2 0 a e Ci g a e in P. 

Si vede agevolmente che il passo essenziale di tale defmizione consiste dunque nel 
ridurre A a proposizioni di rango inferiore. Per definire poi P forza A, con A non 
limitato, basta aggiungere ai passi 1-3 il seguente passo: 

4. P forza CiG c 2 oppure Ci = c 2 se e solo se P forza tali proposizioni come 
proposizioni limitate. 

Nel seguito A denoti una proposizione indifferentemente limitata o illimitata. Diamo 
ora tre lemmi che indicano delle fondamentali propriety del forcing , estremamente 
significative anche alia luce dell’idea intuitiva che se ne e piu sopra schizzata: 

Lemma C.8 : per tutti i P e A non si ha contemporaneamente che P forza -1 A o A. 
Lemma C.9 : se P forza A e QdP allora Q forza A. 

Lemma C.10 : per tutti i P e gli A, c’e un Q,QdP tale che o Q forza A o Q forza 
-1 A. Ne omettiamo le semplici dimostrazioni. (Intuitivamente i lemmi significano 
rispettivamente: a) l’informazione non induce ad asserzioni contraddittorie; b) 
l’aumento di una certa informazione P conferma le asserzioni relative a P: 
aumentando l’informazione si pud sempre fare una asserzione oppure il suo contrario; 
si osservi che come P, Q e finito (non esiste un limite pero al progressive aumento di 
P).). 




Occorre ora la seguente definizione : una successione { P n } di informazioni e detta 
completa se n n + i per ogni n , e per ogni A, limitato o non-limitato, esiste un 
indice n tale che P n forza A ovvero P„ forza -i A . Non si assume che la successione 
{ P n } sia in M. per procedere ad affermare il Lemma C.ll : una successione 
completa esiste, si fa uso, per la prima volta in questo paragrafo, del fatto che M e 
numerabile. In forza di cio infatti si possono enumerare tutti gli enunciati A n . Si 
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definisca P n per induzione come una informazione Q tale che n+1 * e tale che Q 
forza A n oppure Q forza -iA n (osserviamo che dal momenta che l’insieme di tutti i 
P e numerabile non si usa AC). Se { P n } e completa, allora in particolare, per ogni 
k o qualche P n , forza k g a owero -ike a. 

Si ponga ora a = { k / 3 n ( P n forza ke a). Allora a c co , banalmente. Ora si puo 
definire la corrispondenza c—► c 

per tutti i ce S che porta a in «g c possiamo definire N come: u {Lp(a)/(3< 
a }. Si e cosi giunti al fondamentale “lemma di verita” ( Lemma C.12 ): A e vero in N 
se e solo se per qualche P, P n forza A . La dimostrazione si articola come segue: se 
A e limitato, si procede per induzione sul rango di A. Limitiamoci ad u caso non 
banale: se A = 3 a x B (x) e P„ forza A allora P n forza B(c), c g Sp , |3 < a e cosi 
per induzione B(c ) risulta vero in N e quindi lo e pure in A. Vice versa se A vale 
in N, allora per qualche cg S , (3 < a , B(c) vale in N, sicche, per induzione, 
qualche P n forza B(c) e cosi P„ forza A . Se A e non-limitato il ragionamento e il 
medesimo che nel caso precedente, eccetto che Linduzione avviene sul numero dei 
simboli. Il punto raggiunto con il Lemma C.12 e di estrema importanza: tale lemma 
connette infatti la nozione di forcing con quella di verita in N ; si tratta di analizzare 
ora il modello N alia luce di questa connessione. Prima pero un breve accenno alia 
questione della definibilita del forcing, entro ZF: a questo scopo e possibile ritradurre 
la relazione “P forza A” in una relazione For (P , A) esprimibile in ZF, per esempio 
distinguendo in P una sottoinformazione “positiva” (n k g a) e una “negativa” (nj g 
a) e sostituendo alia informazione P la coppia ordinata P 1 = < K , J > degli insiemi 
K , J (finiti) di numeri naturali n k rispettivamente nj . Procedendo poi in maniera 
analoga a quella in cui si mostrava che la nozione di costruibilita e assoluta 
(cfr.Paragrafo 14), si mostra il Lemma C.13, cioe che la relazione For ( P , A) e 
assoluta. Tuttavia occorre osservare che queste considerazioni valgono se A e 
limitato, cioe ogni qual volta che occorre 3 in A , esso e seguito da un ordinale, 
sicche nel procedimento di aritmetizzazione si avranno delle successioni (finite) di 
naturali e ordinali arbitrari (senza cioe la limitazione a < oc 0 ). Se pero si passa a 
considerare anche il caso in cui A sia non-limitato, senza assumere che tutti gli 
ordinali siano minori di oc 0 , la questione e differente. E’ infatti impossibile definire il 
forcing in ZF per induzione dal momenta che tale definizione (data precedentemente 
in maniera informale) procede si mediante induzione sul numero dei simboli, ma 
ammettendosi delle costanti appartenenti a un S a , per a arbitrario . non vi e alcun 
insieme che possa consistere di formule con r simboli. Naturalmente se si fa 
Fassunzione a < a 0 allora For (P , A) viene estesa anche al caso in cui A sia non- 



















limitato, ma, nella definizione entro ZF, an compare nella relazione definiente. Si 
dimostra percio il seguente Lemma C.14 : sia A( Xi, ..x n ) una formula (non- 
limitata) di ZF, che non abbia costanti e con n variabili libere. C’e una relazione For 
(P , Ci, ..c n ) esprimibile in ZF che e assoluta e che, quando venga relativizzata a 
ogni modello di ZF dice che P forza A(ci, c„ ). Con il che la questione della 
definibilita e della assolutezza di For ( P, A) pud darsi conchiusa. 

18- Indipendenza di V = L da ZF + GCH. 

Immaginiamo ora di scegliere una successione completa { P n } e sia N Finsieme che 
ne risulta, u {Lp(«)/|3<a} . Vogliamo provare che N eun modello per ZF. 
Ancora una volta il punto cruciale e costituito dalla dimostrazione relativa ai due 
assiomi impredicativi di ZF. Osserviamo prima di tutto che M e N hanno gli stessi 
ordinali: ci si chiede pero se per una qualche ragione non possano comparire in N 
delle relazioni tra tali ordinali che non compaiono in M. la definizione di forcing 
previene appunto una cosa del genere. Nessuna informazione pud essere presa 
dall’insieme a che non sia gia presente in M. La verifica che gli assiomi di ZF 
valgono in N presenta notevoli analogie con la dimostrazione nella sezione B) che 
tali assiomi valgono in N. A titolo di esempio diamo la dimostrazione relativa 
all’assioma A.6 dell’insieme potenza. Cominciamo col fissare c 0 e S a , a < a 0 . Si 
tratta (come nella sezione B)) di trascegliere tutti e solo quei sottoinsiemi di c 0 che 
appartengono ad un certo insieme, nella fattispecie N. Parlando rozzamente, e questo 
Fespediente con cui si “elude” il carattere impredicativo di A.6 e si scelgono solo 
quei sottoinsiemi di c 0 che sono (in un certo contesto) “definiti”. Tuttavia il 
procedimento non e cosi semplice come nel caso di L , 
dove si considerava il “vero” insieme potenza (cioe Finsieme potenza in senso 
platonista) e poi ci si riduceva a quello “costruibile”. c 0 non e necessariamente in M 
e percio non si pud svolgere il medesimo ragionamento dentro M , ma ci si deve 
servire del fatto che M eun modello per ZF. a non e in M: tuttavia e in M una 
conveniente informazione P relativamente ad a , dato che Finsieme K di tutti i P 
e in M . Si pud quindi ragionare intomo a P in M piuttosto che ad a od a c 0 . 
Diamo la definizione : per ogni c in S , sia R(c) = { P / P forza ccc 0 }, T(c) = {< P 
, c 1 > / forza c 1 e c e c 1 e Sp , (3 < a} , U(c) = < R(c), T(c) >. Gli insiemi R(c), 

T(c), U(c) sono tutti in M e le corrispondenti funzioni sono tutte definibili da 
formule di ZF relativizzate a M. Si badi che tali defmizioni non usano la particolare 
successione completa { P n } scelta. Si ha agevolmente il lemma C.13: 

U (ci) = U (c 2 ) & c c c —> c i — c 2 • Ora S non e un insieme in M (e semmai una 
classe, nel senso di GB). Tuttavia il codominio di R(c) per tutti i cg S e contenuto 
nell’insieme potenza dell’insieme di tutti i P relativamente a M, dal momento che 
R e definibile in M : cosi pure il codominio di T e contenuto nell’insieme potenza, 

U s a 

relativamente a M , del prodotto diretto dell’insieme di tutti i P e di “ .Cosi 

il codominio di U(c) e un insieme U in M . Per ogni elemento u e U , sia f(u) il 






minimo (3 tale che per qualche c in Sp , U(c) = u e f(u) = 0 se un tale (3 non 
esiste. Si ponga (3 0 = sup{ f(u) / u <= U } sicche (3 0 g M dal momento che in tutta 
questa costruzione non si e usciti da M stesso. Per il Lemma C. 13 e per la 
definizione di (3 0 si ha subito il Lemma C.14 : se c c c 0 , allora per qualche Ci g Sp 
con (3 < |3 0 , c i=c . Con il che si pud osservare che al momento che tutti i 
sottoinsiemi in N di c sono elementi di Xp 0 =u{Lp(a)/(3<|3o} lo insieme 
potenza di c in N e { x e Xp 0 / x e c e quindi essendo defmito da una formula 
relativizzata a Xp 0 e un elemento di Lp 0 (a) . Da cui: A.6 vale in N . 

Per quanto riguarda il rimpiazzamento anche qui l’argomentazione si svolge 
parallelamente a quella relativa a L nella sezione B). Non la riportiamo per brevita . 
Si giunge cosi al Lemma C.15 : N e un modello di ZF. E facilmente si mostra poi il 
Lemma C.16 : per ogni a < a 0 , esiste c a tale che rango c a = a indipendentemente 
da quale { P n } e scelto come sequenza completa. Dallo insieme c con rango c a = a 
, si trova facilmente un cp tale che cp = a e indipendente dalla successione forzante. 
Cio e solo una conseguenza del seguente principio generale: sia x = R(yi, ..y n ) 
una relazione assoluta che definisca x come una funzione di y ; . Si supponga per 
ogni a, di avere un (3 tale che se C;G u { S y / y< a}, c’e un elemento x inXp tale 
che x = R (c i c n ) vale se relativamente a Xp dove (3 e indipendente da { P n 
}. Allora per qualche c e S , c = x indipendentemente da { P n } (tale principio 
riporta ancora a questioni di assolutezza). 

Si ha allora il teorema C. 1 : in N a non e costruibile. Infatti c a sia un elemento di 
S tale che c a = a indipendente da { P n }. Assumiamo che x sia un elemento di L 
(classe degli insiemi costruibili) costruito alio a-esimo passo (mediante un qualsiasi 
buon ordinamento della costruzione). Ma la costruzione e assoluta e a dunque 
costruisce x pure in N . Per ogni P , dato che P e finito, esiste Q , tale che PcQ 
ed esiste pure un numero naturale n tale che o si ha (n e a) e U(Q) e n g a , 
oppure si ha (n £ a) e U(Q) e n e a . Se P forzasse “c a costruisce a” allora oc 
dovrebbe costruire a nel modello N* definito da una successione completa { Q n } 
dove si pud prendere Q 0 = Q . Ma questa e una contraddizione. Cosi, dal momento 
che gli ordinali in N sono i medesimi che quelli in M e a non e mai forzato da un 
qualsiasi P a essere costruibile da un qualsiasi c a , a non e costruibile da un 
qualsiasi c a : a non e costruibile in N . (si badi che qui per la prima volta si e fatto 
uso della proprieta di ogni informazione P di essere un insieme finito). Il punto e 
cruciale. Il seguente teorema C.2 completa il quadro: GCH e AC valgono in N . 
Infatti: la relazione xeL a pud essere espressa in ZF come una relazione assoluta F 
(x , a , a ) (si rimanda ancora una volta alia questione della assolutezza nella 
sezione B)). Dal momento che L 0 (a) e bene ordinato, si mostra subito che in N 
vale AC. Piu complessa e, come gia relativamente a L , la prova che GCH vale in N 
. Tale dimostrazione segue una linea di sviluppo parallela a quella relativa a L 
(paragrafo 15), in cui al posto della relazione “x e L a “ si trova “x e L a («)“. 
Risultati ottenuti e metodo seguito appaiono rilevanti sotto tre aspetti: a) da un punto 



di vista metodologico, che la dimostrazione del teorema C. 1 offre un esempio (chiaro 
e bene articolato) di come si pud applicare il metodo del forcing in questioni di teoria 
degli insiemi; b) da un punto di vista strettamente tecnico, che fornisce anche degli 
stramenti per la prova di indipendenza dell’ipotesi del continuo CH; c) da un punto di 
vista logico, che contribuisce a chiarire i rapporti intercorrenti tra assiomi di ZF e 
quelle particolari proposizioni intomo alle quali verte il discorso della sezione B) e di 
questa sezione. Infatti i teoremi C. 1 e C.2 possono venire sintetizzati nel seguente 
teorema C.3 che dice che “Da ZF (pm un assioma che assicuri la possibility di una 
interpretazione standard di ZF) segue che esiste un modello (N), in cui AC e GCH 
valgono e che contengono un numero reale non costruibile (owero acco), sicche 
GCH e AC non implicano V = L Il che pud essere tra l’altro interpretato come una 
prova dell’indipendenza di V = L da ZF e da ZFC, anzi da ZF + GCH. Questo 
aspetto della questione verra discusso, in certe sue implicanze, in P. V. 

19- concetto generale di forcing e indipendenza di CH. 

Si tratta ora di applicarsi alia indipendenza di CH. Come nel caso precedente, si parte 
dal modello M e si aggiungono progressivamente certi insiemi generici, prendendo 
N la classe di tutti gli insiemi generati da questo, usando gli ordinali di M . 
Supponiamo di partire da uno e-spazio S = u{ S a / a<oc 0 } . Chiameremo insiemi 
generici, certi sotto insiemi di S. Se ce S a - G , allora c corrisponde alia formula 
A(x) che contiene come costanti certi elementi di X a = u{ Sp /13 < a} e le cui 
variabili vincolate sono tutte ristrette a X a . Per un oq prefissato, si assume poi che 
per a > oq ci sia una corrispondenza biunivoca tra queste formule e S a . 
Naturalmente tutte queste funzioni e questi insiemi sono in M . La idea centrale e che 
gli insiemi che vengono costruiti mediante c e S a , verranno composti da insiemi 
della forma c 1 con c 1 e Sp per qualche (3 < a . 

Vogliamo ore presentare il ‘forcing’ in una maniera piu generale che a pag. 164 
Defmizione : un insieme di condizioni-forcing e un insieme U a cui si associa una 
relazione J (riflessiva e transitiva) su U (sia J che U sono in M). Inoltre vi e in M una 
funzione d tale che se Pe U, d (P) e Finsieme delle proposizioni della forma {q e c 2 ) 
dove c 2 e G o se c 2 e Sqo allora Cie Sp per qualche (3 <qo. Se P<Q allora d(P) <d(Q). 
Questa che abbiamo presentato non e altro che una versione “insiemistica” del 
forcing e la funzione d intuitivamente ci porta da taloe versione insiemistica a quella 
in chiave di “informazioni” (schizzata nelle pagine precedenti): in altre parole ci 
fornisce una particolare ‘lettura’ (all’interno del modello M) degli elementi P 
dell’unione U, che vengono cosi intesi come “informazioni”. Cio posto, ridefiniamo 
su questa base la relazione di forcing tra una informazione P (piu esattamente una 
condizione -forcing) e una proposizione A. 

Definizione : P forza A, A proposizione limitata, per induzione : 1 - 3. 


4 - P forza Cie c 2 dove Ci e Soo, c 2 e Sp, a<(3 se: 



i) c 2 g G e P forza A (ci) dove A (x) e la formula assegnata a c 2 . 

ii) c 2 g G e per qualche c 3 g S y , y<(3, {c 3 g c 2 } g d(P) e P forza Ci=c 3 . 

5 - P forza cig c 2 dove Cig S a e c 2 g Sp, a> (3 se per qualche c 3 e S y , y<(3, P forza 

V a x(e g c i f)iec 3 )&(cj£ c 2 ). 

Definizione : P forza A, A proposizione non-limitata. 

Richiamiamo l’attenzione sul fatto che solo 0e S c e che per tutti gli a, un elemento 
di S a ha come suoi propri elementi solo elementi di U {s p / ft < a\ Non sono incluse 

condizioni negative — g c 2 come conseguenze dirette di un qualsiasi P, dal 
momento che la nostra definizione di forcing automaticamente implica che Cig c 2 
viene forzato da P se Cig c 2 non e forzato. Per il forcing cosi defmito valgono 
owiamente i corrispondenti del lemmi C.8, C.9, C. 10. La definizione di una 
successione completa {P„}. Possiamo in generale definire un modello N mediante 

induzione su a. Per ce S c , c = f Se c e stato defmito per tutti i ce Sp, (3<a allora se 
cg S a - G si definisce c mediante la condizione A (x) che corrisponde a c, 
esattamente come prima. 

Se cg S a f| G allora: 

c = n.naturale & (q g c 2 ) g g(P n )} E ancora si stabilisce una fondamentale 
connessione tra il concetto di forcing e quello di verita in un modello N, cioe tutti gli 
enunciati che sono veri in N sono esattamente sono esattamente quelli che sono 
forzati da qualche P n (il che corrisponde al lemma C.12). 

Analoga alia dimostrazione del lemma C.15 e pure la dimostrazione che N e un 
modello. Occorre infine notare che nel caso particolare che tratteremo tra poco (come 
in molti altri) e sempre J (P,Q)<H>d(P)cd(Q). Tuttavia, da un punto di vista generale, 
potrebbero essere possibili altre situazioni (come per esempio d(Q) * d(P) e pure 

=Q). 

La struttura del forcing e stata cosi messa a nudo. Applichiamola ora alia prova 
dell’indipendenza della ipotesi del continuo . Si tratta di individuare il modello N in 
cui non vale CH, in cui valga cioe 2 XC = x x .con.r > 2 . Ora sia • t > 2 un cardinale 
fissato in M. Si tratta di realizzare particolarmente il programma di cui sopra: si parte 
quindi da S • S sia defmito come segue: per tutti gli a <x r , S a consiste di un elemento 

c a e risultera eventualmente che c = a. Tutti questi c a appartengono a G. Per a = x T 
S a consiste di x T elementi, tutti in G, che denotiamo con a§, 8<y T : per questi si ha 
flic® ola loro presenza garantira che il continuo e appunto almeno della potenza di 
It (invalidando cosi CH); S a+ i consiste solo di elementi G come segue: ci sono % T 
elementi ciascuno dei quali puo essere pensato come {/3}, per ogni (3< % T . Ci sono 
pure y T elementi ciascuno dei quali puo essere pensato come {S,a s }per {$<Xr * 5 « +2 } 
consiste di y T elementi in G ciascuno dei quali puo essere pensato come <8, a§>perS< 
Xx- Infine S a+3 consiste di un elemento in G, che si denota con w e W, puo essere 
pensato come {< S,a s > Id < x,j. 



In pratica, partendo da S a =% T e aumentando con Faggiunzione di 1 Fordinale indice di 
S si viene ad avere un progressive “impoverimento” dell’insieme in questione. La 
cosa si enuncia rigorosamente in questo modo: Sp per tutti i |3>a+3 non contiene 
elementi di G e i suoi elementi sono in corrispondenza biunivoca con le formule che 
variano su u |s y /y<p\. 

W viene definito in una successione di passi. Le informazioni P non sono altre che gli 
insiemi finiti di proposizioni della forma ne a 8 oppure ng a 8 per n<co, 8<% T che non 
contengono contemporaneamente ne a 8 e ng a 8 per ogni n, 8. Si scrive J (P,Q) se 
Peg e d(P) consiste di tutte 

le proposizioni c n e a 8 dove (ne aS) e in P insieme con i seguenti enunciati fissati: 

c a ec p _se_a<p<x, 

c a e {«},8e {8,a s \a s e {S,a s }_dove _a,(3 < X x 
{8}e< 8,a s > e{S,a 5 }e< S,a s > per _8 < X x 
< 8,a s >e W per _8 < x r 

Sia {p n } una successione completa e sia N il modello che ne risulta per ZF. Allora 
as =d s _se_8 * 8' , dal momenta che i P sono solo degli insiemi finiti e per ogni P 
esiste Q, QaP tale che per qualche n (ne a 8 ) e (n a) sono in Q. 

Vale il lemma C. 17: in N ogni insieme e costruibile a partire da W . Cioe L 0 e la 
chiusura transitiva di W e L a = (if /[3 < a}) allora N =U {L a /ae M} (come chiusura 

transitiva di x si intende u n x n dove x 0 =x e x n +i=ux n ). Il lemma e owio dal momento 
che u{s« /a < x T+i } e proprio quella chiusura: esso e pero di importanza centrale. 11 
modello E in cui, come si vedra, l’ipotesi del continuo risulta falsa, risulta ottenuto 
infatti dalla gerarchia degli insiemi costruibili, ponendo U n W n al nosto do L 0 . Si 
riconsideri ora dunque, alia luce di questo risultato, il cammino intrapreso nel trattare 
(in vista di trovare una soluzione al problema del continuo di cnator) la questione dei 
modelli di ZF. 

Sostanzialmente si sono individuati tre modelli distinti di tipo gerarchico: la struttura 
cumulativa dei tipi, la struttura ramificata dei gradi ovvero gerarchia degli insiemi 
costruibili (di cui il modello minimale M rappresenta una variante) e questa nuova 
gerarchia N di insiemi “generici”. Da quel che si e osservato sia in questa che nelle 
precedenti sezioni A) e B) risulta chiaro che gli assiomi di una teoria elementare degli 
insiemi (GB o ZF) valgono in strutture fortemente differenziate. La differenziazione 
awiene in molteplici direzioni. Nella P.V questo fatto sara discusso in relazione al 
problema dell’adeguatezza delle teorie assiomatiche degli insiemi, incentrandosi sul 
fatto che un sistema come ZF, mentre si presenta come sistema assiomatico-formale 
di una teoria concreta, sembra aspirare a una “determinatezza” semantica che in realta 
attualmente non possiede ed e sub iudice se possa mai possederla. 

Consideriamo i tre modelli di tipo gerarchico a cui si e fatto piu sopra riferimento e 
denotiamo con V la struttura cumulativa, con L e con N (come al solito) la gerarchia 
degli insiemi costruibili e rispettivamente dei generici. Chiamiamo “parametri” di 




ciascuno di questi modelli: a) la collezione di partenza ; b) la espressione (in termini 
di ordinali) del numero possibile di iterazioni; c) il genere dei nuovi insiemi ottenuti 
passando a stadi successivi. 

Modificando i parametri in V si ottiene L. Con una modificazione di L si ottiene N. V 
e L tuttavia hanno parametri comuni, per esempio non si fa alcuna limitazione al 
numero possibile di iterazioni. Ma tutti i parametri della struttura cumulativa sono 
differenti da quelli che compaiono in N (per esempio il numero delle iterazioni e 
minore di a, profondita del modello minimale etc.). Tuttavia la struttura Neun 
modello di ZF, come lo e la struttura cumulativa V. Ma soprattutto agli occhi di chi 
assuma che il modello “naturale” della teoria degli insiemi sia costituito da V, il fatto 
che in L il problema del continuo ammetta proprio la soluzione cantoriana e in N 
Tipotesi CH venga negata, mentre la questione proprio in V resta impregiudicata, 
appare come un risultato nettamente limitativo (cfr P.V). Cio detto, ritornando alia 
discussione teorica (cioe entro ZF), si ha immediatamente in forza del lemma 6.17 il 
teorema C.4 : AC vale in N. Quindi la prova di indipendenza di CH non e solo rispetto 
a ZF, ma anche rispetto a ZF+AC. Tale prova si articola come segue. 

Defmizione: se non esiste un R tale che j(P, R,) e j(Q, R,), P e Q si dicono 
incompatibili. 

Si ha allora il lemma C.18 : Sia B un insieme in M di P mutuamente incompatibili: B 
e numerabile in . La dimostrazione e per assurdo (ricordiamoci che dire che in M “B 
non e numerabile” significa dire che non c’e in M una corrispondenza biunivoca tra B 
e Finsieme dei numeri naturali) e si svolge all’intemo di M Si ammetta che B non sia 
numerabile: sia allora B n il sottoinsieme di B consistente di quei P che conte4ngono 
meno di n proposizioni. Dal momento che in M Funione di un numero numerabile di 
insiemi numerabili e n numerabile, segue che esiste almeno un B n che e piu che 
numerabile. Possiamo quindi assumere che tutti i P in B abbiano meno di n 
proposizioni. 

Sia k il maggiore intero tale che per qualche P 0 con k proposizioni ci sia un numero 
piu che numerabile di P in B tale che j(P 0 ,P). Si pud avere k=0 e P o =0. In ogni caso si 
riduca B in modo che esso consista solo di tali P. 

Sia Pi un elemento arbitrario di B e siano A lv .., A m proposizioni in Pi - P 0 . Per 
ipotesi Pi e incompatibile con gli altri P o tutti i P in B contengono P 0 , deve seguire 
che per qualche Ai, un numero piu che numerabile di P in B contiene - 1 A 1 . Ora -i Ai 
non pud essere in P 0 dal momento che altrimenti —i Ai sarebbe in Pi (il che sarebbe 
contraddittorio). Ma allora c’e un numero piu che numerabile di P in B che contiene 
P 0 U {-iAJ il che contraddice la definizione di k. 

A 

E necessario a questo punto un altro lemma C.19 : sia f una funzione a un valore 
definibile in N. C’e allora, defmibile in M una funzione g che assegna a ciascun 
ce g(c) di S e tale che per tutti i c, f(c)= c' per qualche c e g(c). Qual e lo scopo del 
lemma? Intuitivamente esso ci informa che, benche non si sia in grado di descrivere f 
in M, il condominio di f e limitato in modo sufficiente al fine di poter provare il 
successivo lemma C.20 che garantisce la nostra possibility di “distinguere” la 
cardinality. Intendiamo che la funzione f sia definita da una formula in cui pud 
occorrere qualche c per qualche c e S : possiamo dunque formare nel nostro 




linguaggio formule riferite a f. Anche qui tutte tali nozioni sono entro N. Per ogni c, 
c e S , sia A(c, c ) l’insieme di tutti i P tali che P forza f a essere una funzione a un 
solo valore; c’e il primo elemento di S (supponendo S bene ordinato) tale che per 
ogni Q, per cui j(P, Q) Q forza f(c)=c . Chiaramente se c * c gli elementi di A(c, c) 
sono incompatibili con quelli di A(c, c”). In base ad AC e al lemma C.18 sappiamo 
che c’e solo un numero numerabile di c’ tale che A(c. c’) * /. Sia g(c) l’insieme di 
tali c\ Ritomiamo ora a N: sia c’ il primo elemento di S tale che f(c)=c . Dal 
momento che la soluzione di S a puo venire compressa in N e pud venire espresso in 
N anche il buon ordinamento di S, possiamo considerare come una proposizione non 
limitata TA” c’e il primo elemento di S tale che f(c) =c’ Allora qualche P n forza T 
e anche la proposizione che esprime f e una funzione a un solo valore dal momento 
che T e tale proposizione sono valori in N: Quindi A(c, c’) non e vuoto e c’e g(c), e 
cosi il lemma C.19 e dimostrato. 

Si e giunti cosi al fondamentale lemma C.20 : a e (3 siano due ordinali a < /3 in M. 

Allora in N si ha: a < /3 . Nella dimostrazione possiamo assumere che a e (3siano dei 
cardinali. Sia f una funzione a un solo valore in N che porti a su (3 tale che f(x)=0 se 
xg a. Poniamo x y =U <5 < y}. Chiaramente y sx y . 3 per tutti iyexex y ^ rangox < 7 . 

Dalla dimostrazione del lemma C.19 segue che il condominio di f su x a+3 e contenuto 
in T dove T e un sottoinsieme di x p e la cardinality di T in M e < x„ * « = «• T 
contiene il codominio di f. Se ce T, allora ce S y , per qualche y<(3. 

Dal momento che la cardinality di T e minore o eguale di a in M, segue che, dal 

momento che in Ma. < (5 , c’e un y<(3 tale che T e u{s r /S < 7 } Ma allora il rango di T 

risulta minore di y e cosi T non puo contenere (3 sicche il codominio di f non puo 
includere tutto (3. 

Con il lemma C.20 sappiamo che i cardinali in M sono precisamente i cardinali in N. 
Ma dal momento che gli a§ sono tutti distinti abbiamo subito il teorema C.5: In N, 

C> x r ovvero CH risulta falsa in N . Con il che l’indipendenza della ipotesi 
cantoriana del continuo e dimostrata. 

20 - Altemativo a CH - Osservazioni ad AC. 

Dopo aver mostrato che C> x T , resta il problema di determinare in N la cardinality di 
C in maniera precisa. Questo punto appare di estremo interesse: un conto infatti e 
affermare che e coerente con gli assiomi di ZFC la negazione in generale di CH, un 
conto indicare quali, tra le infinite negazioni possibili di CH, possano essere 
considerate coerenti con ZFC. Il teorema C.4 ci dice che la congettura cantoriana non 
e l’unica risposta coerente in ZFC al problema del continuo: il successivo teorema 
C.5 ci mettera in grado di trovare altre risposte coerenti in ZFC. Veniamo cosi a fare 
il punto su tutta una serie di ricerche sviluppatesi da Cantor sino ai giomi nostri: tali 
ricerche intendevano contrapporre alia ipotesi di Cantor altre ipotesi del continuo: per 
esempio Lusin ( 88 ) contrapponeva a CH, la ipotesi LH 2 X 0 =72 chiarimento 



incompatibile con CH. Ma si e andati otre, salendo a cardinality molto pm alte: per 
esempio e stata pure formulata la ipotesi IH: 2 X 0 = il primo numero inaccessibile >x<, 
(89). 

A priori nessun risultato sembrava opporsi alia liceita si tale ipotesi: Cantor aveva 
dimostrato HM (che in ZFC e equivalente a CH) solo per una frazione infmitesima 
degli insiemi dei numeri reali (cioe dei sottoinsiemi del continuo C), gli insiemi 
chiusi e le cose non sono sostanzialmente cambiate dal fatto che tale risultato e stato 
esteso agli insiemi analitici (90). E interessante osservare che Tunica limitazione alia 
posizione di alternative a CH sembra costituita dal teorema di Konig (91), per cui la 
cardinality del continuo non e un numero cardinale di un certo tipo, cioe non e il 
limite di una infinity numerabile di numeri cardinali minori. Mentre, ovviamente si 
conosce nel sistema degli alef un confine inferiore alia cardinality di C (presupposto 

sempre che C sia un alef), non si conosce invece un confine superiore. Quanto - per 
cosi dire - alia “qualita” di C non si sa se si tratti di un numero regolare o singolare, 
accessibile o inaccessibile, ne si conosce il suo carattere di cofinalita, a parte il 
risultato negativo Konig (92). Questo netto insuccesso e dovuto solo a ragioni 
contingenti? Per esempio Tosservazione che non si e finora individuato un alef Xq> tale 
che %q>> C pud essere estesa alia asserzione che e impossibile trovare un tale Xq>, 
almeno servendosi dei mezzi garantiti dalle usuali teorie assiomatiche elementari? 

Il teorema C.5 risponde a tali domande. Prima di enunciarlo, riformuliamo i risultati 
di Konig in ZFC: 

Lemma C.21 (Konig): sinao A a e B a famiglie di insiemi tali che A a < B a per ogni a. 
Allora UA a < TlB a *(71 denota il prodotto diretto). 

Lemma C.22 : C non e la somma di un numero numerabile di cardinali minori (93). 
Passiamo ora al Lemma C.23 : nel modello M (e dunque assumendo GCH) il numero 
A dei sottoinsiemi numerabili di % T non e la somma di un numero numerabile di 
cardinali minori, x T +i latrimenti. Per la dimostrazione occorre osservare anzitutto che 
se A s denota il numero dei sottoinsiemi numerabili di Xs P er ogni 8 si ha A s 
< x 5 Xo - 2 Xs ' x " = X s+ 1 (P er GCH). Assumiamo ora che Xt non sia la somma di un numero 
numerabile di cardinali minori. Questo significa che non c’e alcuna successione x n , 
x n <x e sup x n —x. Possiamo allora dire che x non e co-finale con co. Ogni sottoinsieme 

di Xt che sia numerabile e contenuto in Xt’> per qualche t’<t. Allora e A <x X ’+i </ r . 
Cosi: C < t • x x - Assumiamo che yx^b n dove F> n < Xi per ogni indice ne co. 
Poniamo F> n < F> n +i e c n = F> n - F> n _i, A risulta al minimo nC n =nF) n dove si pone 

c„=c;. 

Ma allora Xt = ^^ n < n'L n+ i e cosi A> / r+] ma pure A =x T+ i, dunque A = x T +i. 
Definizione : Per ogni proposizione A, diciamo che P e minimale per A se P forza 
i i A (cioe nessun Q, j(P, Q) forza -i 

A) e nessun P’, j(P’,P) ha questa propriety. Ma che significa dire che P forza -i -i 



A? Precisamente la condizione che se i(P, PA dove P n e uno dei termini di una 
successione completa che definisce il modello N, allora A vale in N. Si tratta infine di 
mostrare il Lemma C.24 : per ogni proposizione A, Linsieme dei P minimali per A e 
numerabile in M. Non diamo tale dimostrazione che ricalca i passi del Lemma C. 18. 

Con tale lemma si e in grado di provare infine il teorema C.6: In N, C=x T se x non e 

co-finale con co in M, C=x T +i se x e co-finale con co. Dimostrazione: Per ogni 

ce S_e_ne a , sia V(n,c) l’insieme dei P minimali per c.Se V(n, c)=V(n,c’, per 

tutti gli n e c e co,c c co , allora c = c' . Questo e vero dal momenta che se Pk e nella 
successione completa e Pk forza n&c , ci deve essere un P’ minimale j(P’, Pk). Allora 
P’ e quindi Pk forzano -i -i n e c , sicche ne c\ Cosi c = c'. 

Per un prefissato n, il numero dei possibili insiemi V (n,c) e al piu D = A (cioe il 
numero dei sottoinsiemi numerabili di % z , computati in M). Se ne pud concludere che 
se E e f insieme delle successioni numerabili in D, si ha allora D = E (anche queste 
nozioni sono in M). Infatti: ogni elemento di E da origine a un sottoinsieme 
numerabile di D e ogni sottoinsieme proviene al piu da 2 X 0 successioni, sicche per il 
Lemma C.24 si puo porre E <D* x x = D e dal momenta che D < E,D = E. 

Abbiamo cosi mostrato che in N, C < D . Se x e confinale con x co, vediamo che in N, 
% x < C < %t+i ■ P er il lemma C.22 possiamo asserire che C non puo essere uguale a % T >, 

sicche C=Xx+i. Se x non e co-finale con co, abbiamo C < x T e dal momenta che C> x T 

si ha C = xi (94). 

Da cio segue che possiamo costruire modelli in cui C=X 2 , X® + 1» X® +n X©i> dove 
coi=Xi- In particolare dunque LH e IH risultano coerenti con ZFC, con il che il 
discorso sulla coerenza e sulla indipendenza di CH appare infine concluso. 
Aggiungiamo per completezza alcunei brevi cenni su risultati relativi a AC: si 
dimostra infatti in ZF che: 

a) AC e indipendenza degli latri assiomi ZF 

b) GCH implica AC in ZF 

c) Anche potenziando ZF con l’aggiunzione di GCH (e quindi di AC) non si 
riesce a individuare un buon ordinamento del continuo defmibile mediante 
formule insiemistiche (formule cioe costruite logicamente a partire da x = Y, 

x e r)- 

a) e ottenuto mediante forcing (95); b) e un risultato meno recente di cui si era 
fatto cenno gia nella parte II (96): qui basta osservare che congiungendo a) e b) si 
ha agevolmente la indipendenza di GCH senza passare senza passare per il 
procedimento seguito in questo e nel precedente paragrafo (procedimento che 
invalida GCH in N ipso facto invalidando CH in N); c) infine e un risultato 
estremamente interessante: anch’esso viene ottenuto mediante l’uso del forcing; 
esso ci appare rispecchiare a livello tecnico e in maniera adeguata, la estrema 
difficolta “intuitiva” di concepire il continuo come bene ordinato, venendo cosi a 
confermare l’impressione che era gia di Russell come di numerosi matematici, 
soprattutto della scuola francese, che faffermazione che il continuo potesse venire 



bene ordinato era una mera affermazione esistenziale. Esprimendoci 
intuitivamente possiamo parlare solo (assumendo AC o addirittura GCH) della 
possibility di indurre un buon ordinamento si C, non sappiamo parlare della natura 
di tale buon ordinamento. 

SEZIONE D: Ipotesi del continuo e assiomi delFinfinito. 

21 - Assiomi delFinfinito e loro relazione con V=L e CH. 

Dal momento che (per i risultati della sessione C) gli assiomi di ZFC non sono in 
grado di decidere ne V=L (teorema C. l)ne CH (teorema C.5), e naturale 
chiedersi: ci sono delle estensioni del sistema ZFC in grado di fare questo? In 
altre parole ci si chiede: e possibile potenziare ZFC con latri assiomi, in grado di 
dimostrare o di reputare tali proposizioni? 

La ipotesi del continuo CH ha sostanzialmente un carattere restrittivo; essa 
garantisce infatti che il numero dei sottoinsiemi dell’insieme co dei numeri naturali 
non supera %\. A fortori un carattere restrittivo riveste anche GCH: parlando 
intuitivamente e proprio tale ipotesi che permette di collegar i due “mondi” 
(altrimenti separati) della gerarchia degli alef e della gerarchia esponenziale dei 
cardinali. Infme, anche V=L ha un carattere restrittivo, dacche riduce gli insiemi ai 
soli insiemi costruibili. 

Al fine di dimostrare dunque CH o V=L come teoremi formali, occorrera 
cercare nuovi assiomi che restringano il numero degli insiemi. Viceversa, al fine 
di reputare CH o V=L, dimostrando come teoremi formali delle adeguate 
negazioni di tali proposizioni, occorrera, intuitivamente, cercare nuovi assiomi che 
garantiscano f esistenza di piu insiemi. Sotto questa luce e bene ancora una volta 
riconsiderare gli assiomi chiave della ricostruzione assiomatica del transfinito, e 
cioe l’assioma dell’insieme potenza e il rimpiazzamento. La costruzione di 
modelli per teorie assiomatiche degli insiemi e difficoltosa, come si e piu volte 
osservato rimarcando le dimostrazioni relative ai modelli di cui alle Sezioni 
precedenti, in vista del carattere impredicativo di questi assiomi. Parlando 
intuitivamente si pud dire che il nucleo della dimostrazione della coerenza di GCH 
era appunto costituito dal fatto che fassioma A6 postulava “nella apparenza” (si 
prenda questa parola nella stessa accezione nel passo di Von Neumann citato nella 
sezione A) tutti i sottoinsiemi di x, mentre nel modello degli insiemi costruibili 
tale assioma veniva poi relativizzato a quei soli sottoinsiemi di x descrivibili da 
adeguate formule di ZF. Ma se si introduce ssero in ZFC nuove operazioni 
primitive, verrebbero considerevolmente aumentate le nostre capacita di 
descrivere insiemi e quindi di accrescere la forza dello assioma di 
rimpiazzamento:”questo appare forse uno degli approcci piu naturali, anche se per 
ora non e stata mai suggerita una accettabile operazione di questo tipo”. 

La ricerca di nuovi assiomi atti a decidere GCH, CH o V=L pud essere poi vista 
in connessione coi cosiddetti “assiomi delFinfinito”. Due principi generali 
possiamo ritrovare alia base di essi: il principio di transizione dello infinite 
potenziale alio infinite attuale (di cui si e data una semplificazione a proposito di 



A.5) e il cosiddetto (Mostowski) principio di esistenza di insiemi singolari. Si e 
gia osservato nella sezione A) che partendo da insiemi finiti, eliminando cioe A05 
da ZF, non si possono ottenere insiemi infiniti servendosi delle operazioni 
insiemistiche ammesse dagli altri assiomi, assiomi dell’insieme potenza e del 
rimpiazzamento inclusi. Rispetto ai numeri naturali, la pm piccola potenza 
transfinita % t) resta “irraggiungibile”: questo concetto intuitivo pud essere reso 
adeguatamente nei seguenti termini: un numero ordinale A che goda delle due 
seguenti proprieta: 

(i) se F> < A, esiste un C tale che F> <C < A; 

(ii) se x e un insieme di potenza A e / una funzione i cui valori sono cardinali 

( x ) 

< A, allora E f xe — < A e detto debolmente inaccessibile, gode della 

X 

seguente proprieta: 

(iii) F> < A ->2^ < A, allora e detto fortemente inaccessibile . Ovviamente (iii) 
implica (i). 

Xo e il primo cardinale inaccessibile. Cosi A.5 puo essere enunciato brevemente 
come “esiste un numero cardinale inaccessibile”. 

Ora si suppone di partire da %o applicando tutte le operazioni ammesse dagli 
assiomi di ZFC, si ottiene un numero infinitamente grande di potenze diverse tra 
loro, le quali pero, per il modo della loro generazione, sono tutte accessibili. Ci si 
chiede allora se esistano cardinali inaccessibili diversi da Xo- 
Applicando il primo dei due principi di cui sopra si puo assumere un assioma che 
enuncia che non solo il dominio e chiuso rispetto a tali operazioni, ma che cio 
accade anche per un insieme, ossia per un oggetto del dominio. Si aprono due vie: 
A) postulare che Finsieme risulti chiuso rispetto all’operazione di formare la 
immagine d di un insieme Y dove d e una condizione univoca arbitraria (che non 
va intesa come un insieme, ma semmai come una classe nel senso di GB); B) 
oppure richiedere che esso risulti chiuso rispetto a tale operazione solo nel caso in 
cui la $ sia definibile. 

La forma A) e la forma B) non sono equivalenti: A) implica B) e non viceversa, 
mentre sono entrambe indipendenti da ZFC. La formulazione A) risulta poi 
equivalente all’ assioma di Taraki (assioma T), che viene formulato nel modo 
seguente:”Per ogni insieme x esiste una famiglia Z di insiemi tale che: 

(1) X G Z 

(2) Xe Y&Yg Z —> Xg Z 

(3) X gZ^2'gZ 

(4) (Xg Z)& V/(/ g Z v F(X) ^z)^XgZ 

(dove y x indica Finsieme di tutte le rappresentazioni di x in y e F (x) Finsieme dei 
valori della f sulFinsieme x). In ZFC, facendo uso di AC, si mostra che T 







implica che per ogni cardinale T> esista un cardinale inaccessibile A >T>. 
Passiamo dunque da ZFC a ZFC+T, pm brevemente ZFT. 

T e coerente con gli assiomi di ZFC? In altre parole si pud dimostrare che la 
coerenza di ZFC implica quella di ZFT? La questione e estremamente delicata: in 
ZFT si riesce a provare che, detto Xo il primo cardinale inaccessibile diverso da co. 
<R X > (cfr la discussione informale della sessione A) nella struttura 

cumulativa dei tipi e un modello per ZF (ZF+AC). In altre parole si ha che ZFT 
(coerente ZFC). Ma allora, si supponga che sia possibile ricondurre la coerenza di 
ZFT a quella di ZFC (come si e fatto per ZF+GCH relativamente a ZF) e che cio 
sia esprimibile in ZFC oppure in ZFT stessa, per esempio ZFT (coerente 

ZFC—> (coerente ZFT); donde, per separazione ZFT F- (coerente ZFT) il che 
significa, per teorema di Godel, che ZFT e contraddittoria. Questo ragionamento, 
adeguatamente modificato, rende ragione, previsto che ZFC sia coerente, anche 

dal fatto che T non e dimostrabile da ZFC (infatti se ZFC I—T, si avrebbe - a causa 

del fatto che ZFC F-T (coerente ZFC) - che ZFC esprimerebbe entro se la 
propria coerenza). Chiediamoci ora se ZFT riesca a decidere V=L oppure CH. 
La risposta e negativa . La dimostrazione di cio pud essere condotta seguendo il 
metodo del forcing ed e essenzialmente la medesima che per ZFC. L’unico punto 
nuovo e prova re che nel modello N vale anche l’assioma T, ma pure questo passo 
non presenta alcuna sostanziale novita: In una forma piu generale il nrincipio di 
transizione e stato impiegato da Levy per enunciare il cosiddetto “schema di 
assiomi forti delFinfinito”, che indicheremo come assioma I :”ogni operazione 
crescente e continua defmita in L(ZF) per tutti gli ordinali ha almeno per un 
argomento a un valore (3 tale che xp e (fortemente inaccessibile)”. Osservando 
che 

ZFC F-I —» T, si pud ripetere per la coerenza e per la non dimostrabilita di I 
rispetto a ZFC lo stesso discorso che per quella di T. Consideriamo ora se, avendo 
rafforzato ZFC addirittura con I, cioe operando in ZFI sia possibile dimostrare o 
reputare CH. Ancora una volta, usando il forcing si mostra, adeguatamente, 
estendendo il metodo della sezione C), che CH e indipendente. Il potere di ZFI e 
certo superiore a quello di ZFC e presumibilmente anche a quello di ZFT. E 
dovuta a Mahlo una classificazione dei cardinali inaccessibili e la introduzione dei 
cosiddetti cardinali iperinacessibili . L’assioma I riesce a provare Fesistenza dei 
cardinali inaccessibili A tali che ci sono A cardinali inaccessibili T> che 

soddisfano la disuguaglianza T> < A , essi costituiscono appunto la prima classe 
dei cardinali iperinacessibili di Mahlo. 

Assiomi ancor piu forti delFinfinito possono venire ottenuti facendo del principio 
di esistenza di insiemi singolari . Schizziamolo nella maniera seguente: assumiamo 
che nel costruire insiemi mediante le operazioni descritte da quegli assiomi della 
teoria degli insiemi che sono stati accettati, si ottengano soltanto insiemi che 
godono di una proprieta P. Se non ci sono ovvie ragioni che tutti gli insiemi 
debbano godere di P, aggiungiamo agli assiomi una preposizione esistenziale che 



asserisce proprio Fesistenza di insiemi che non godono di P. Osserva a questo 
proposito Mastowski che tale principio (almeno in questa forma) e meno rigoroso 
di quello di transizione di cui sopra, anzi e “troppo vago per essere ammesso”. 
Tuttavia e dato storico assodato che parecchi assiomi deH’infinito vennero 
accettati senza alcuna altra giustificazione che il fatto che si conformavano a 
questo vago principio. Una delle sue piu interessanti applicazioni e costituita dalla 
formulazione dell’assioma che stabilisce la esistenza di cardinali misurabili . Prima 
di enunciarlo cerchiamo di stabilire una relazione tra questi aspetti “superiori” 
della teoria degli insiemi, che oltrepassano addirittura le ambizioni che poteva 
nutrire un Cantor e la matematica convenzionale. 

La questione della esistenza dei cardinali misurabili e sorta infatti in stretta 
connessione con la teoria della misura per sottoinsieme del piano euclideo. Poco 
tempo dopo che si era sviluppata la teoria della misura, era sorto infatti il 
problema (Banach) di trovare un insieme S e una misura (non banale) (a valore 
reale) additiva, finita, defmita per tutti i sottoinsiemi di S e tale che ciascun punto 
avesse misura 0. E noto che la usuale misura di Lebesgue sulla retta reale R non 
gode di tale proprieta. Un insieme S che gode di tale proprieta costituisce un 
cardinale misurabile (questo modo di parlare non e improprio nella terminologia 
assiomatica, infatti un cardinale e un insieme, non un insieme di insiemi 
equipotenti a un insieme dato). 

Ma il problema di Banach ha una soluzione? La risposta affermativa porta alia formulazione di 
unha nuova ipotesi riguardante la esistenza di certi numeri cardinali che e incomparabilmente 
piu forte delle ipotesi esistenziali associate alia classificazione di Mahlo. 

Mentre a prima vista sembra che E assioma B che asserisce “esiste almeno un 
cardinale misurabile” non sia un “assioma dello infinito”, si dimostra con AC che 
non solo: a) ogni cardinale minore del primo cardinale fortemente inaccessibile 
non e misurabile; b) ma anche che lo stesso primo cardinale inaccessibile non e 
misurabile. Nel dimostrare b)Taraki ha trovato un metodo che permette di stabilire 
(con AC) la non misurabilita di molti cardinali inaccessibili e di molti cardinali 
iperinacessibili. Tuttavia, nonostante la fecondita di tali metodi che hanno 
permesso assai di recente di fare compiere notevoli progressi a una teoria 
assiomatica degli insiemi rafforzata con assiomi “forti” dell’infinito, molte 
questioni restano ancora poco chiare. Come per T che e il piu debole di tutti questi 
assiomi di questo tipo, anche per tutti gli altri, assioma B compreso, una 
applicazione abbastanza semplice del teorema di Godel mostra che nessuna 
eventuale dimostrazione di coerenza di uno di tali assiomi con gli assiomi di ZF, 
pud essere formalizzata entro ZF o anche entro una estensione di ZF ottenuta 

mediante Tassunzione di qualcuno di questi assiomi. 

\ 

E interessante osservare che V ^ L viene ottenuto come teorema in ZFB (cioe ZF 
con Taggiunzione di B). L’assioma di costruibilita viene dunque reputato. 

Che conclusioni trarne? Dal momento che i cardinali misurabili sono assai 
“grandi”, si potrebbe pensare che gli insiemi non costruibili introdotti mediante 
Tassioma B compaiano in un contesto piuttosto lontano da quello in cui 
compaiono quegli insiemi usualmente impiegati nella Analisi. Awiene invece il 



contrario: Rowbottom ha dimostrato in ZFB che ci sono insiemi non costruibili ai 
numeri naturali, cioe ZFB implica Fesistenza di un numero reale non costruibile. 
A questo punto si potrebbe sperare di decidere che CH in ZFB. 

E stato invece dimostrato, facendo uso del forcing , che GCH e coerente con 
Fesistenza del primo cardinale misurabile. D’altro canto, pure col metodo del 
forcing , si mostra che in ZFB CH e indipendente. 

Lo studio dei cardinali inaccessibili e misurabili e oggi indirizzato soprattutto a 
ritrovare le connessioni con nozioni di topologia, di algebra, di teoria della misura 
etc. 

Per quanto riguarda i problemi affrontati in questa sezione, la situazione attuale 
delle ricerche relative alle connessioni tra ipotesi del continuo e assiomi forti 
dell’infinito pud essere schematizzata come segue:a) ci sono certi assiomi 
dell’infinito che implicano V^L; b) nessuno degli assiomi dell’infinito finora 
noti, assunto agli assiomi usuali di GB o ZF (etc.), e in grado di decidere le ipotesi 
del continuo; c) numerose perplessita permangono a proposito di alcuni di questi 
assiomi, come per esempio Fassioma B. In realta la situazione potrebbe sembrare 
a questo livello poco soddisfacente: occorre tuttavia notare che questo particolare 
settore della teoria degli insiemi e un campo di ricerca che si e iniziato a esplorare 
in un tempo relativamente facente (rispetto al grosso corpus della teoria degli 
insiemi). 

Un rinnovato interesse di questi problemi e, senza dubbio dovuto, a nostro parere, 
all’applicazione di una indagine matematica, essenzialmente in chiave di forcing 
ai problemi piu sopra menzionati. Certo Cantor, che parlava del principio del buon 
ordinamento come di un principio logico dotato di validita universale o si 
affannava coi consueti metodi matematici a tentare di risolvere il problema del 
continuo, non poteva prevedere sviluppi di questo genere. Eppure essi, in un certo 
senso, almeno sotto un profilo molto generale, sembrano bene illustrare la idea 
cantoriana degli insiemi come “abissi” senza fondo. 

Come ha recentemente osservato Mostowski, “non e impossibile che Cantor 
avesse presente che la nozione di insieme e assai vaga e capace di differenti 
interpretazioni.. .In ogni modo il punto di vista di Cantor sugli insiemi era piu 
vicino alia verita delle intuizioni, apparentemente cosi chiare di Dedekind”(...). 



PARTE QUINTA 


CONCLUSION! 

I - Ulteriori considerazioni sul forcing 

II metodo del forcing gioca un raolo essenziale nella dimostrazione delTindipendenza 
della ipotesi del continuo CH da ZFC (come da ZFC rafforzata mediante assiomi forti 
delTinfinito) data nella P.IV. Nonostante la convinzione di Cantor che Tassioma di 
scelta AC fosse un principio logico universale, che il continuo potesse venire bene 
ordinato e che infine i due processi generatori del transfinito fossero in realta uno 
solo, gia molto prima dei recenti risultati di Cohen (1963 e seg.) si era fatta strada 
l’idea che a) in ogni caso la congettura cantoriana non era certo tanto “naturale” come 
pud apparire a prima vista; b) che ci fossero fondati motivi per non accettare di 
conseguenza CH e tantomeno GCH. 

Vogliamo, per esempio, ricordare il risultato di Baer (1): per lui Tipotesi del continuo 
non pud essere dedotta dalle leggi formali della aritmetica cardinale. Un altro 
approccio al problema e stato quello di adottare particolari negazioni di CH 
deducendone alcune possibili conseguenze, rimarcando nel contempo Tassenza di 
contraddizioni formali. Infine una larga messe di lavori e stat dedicata alia ricerca di 
proposizioni logicamente equivalenti o conseguenti a CH o GCH, nel tentativo di 
avere un quadro generale della portata deduttiva di questi principi, spesso con lo 
scopo di ritrovare se non una contraddizione formale, almeno delle conseguenze 
dell’ipotesi del continuo poco plausibili.In questo tipo di ricerca ha giganteggiato 
Topera della scuola polacca, in special modo di W.Sierpinski. (2) Tuttavia, 
congiuntamente , i risultati di cui alia sezione B) e alia sezione C) gettano una luce 
nuova sul significato di ricerche di questo genere. Come non pud essere reputata, 
Tipotesi del continuo non pud essere nemmeno dimostrata: le ricerche di cui sopra 
hanno avuto, per cosi dire, la funzione di indici, hanno messo in luce delle 
interessanti relazioni, non hanno potuto pero dire la parola conclusiva sul problema 
del continuo. E pour cause! 

E apparso bene in luce che le ragioni delle difficolta del problema del continuo sono 
di natura piu profonda di quanto a prima vista non si sospetti e rimandano a una 
analisi di quelle nozioni (“insieme”, “corrispondenza” etc.) che si ritengono (non 
importa se a torto o ragione) “fondanti” per quanto riguarda la maggior parte 
delTedificio matematico. In altre parole: la dimostrazione della coerenza e soprattutto 
della indipendenza di CH possono essere intese “come una formulazione 
precisa.. .della congettura secondo cui le difficolta del problema non sono puramente 
matematiche”(3). Ma allora in che consiste dunque questa “strana” natura del 
problema del continuo? Tenteremo una risposta nel paragrafo successivo. Qui 
vogliamo invece cogliere piu da vicino Taspetto metodologico della questione. La 
dove i tentativi di un lavoro meramente matematico, che non si preoccupava, oppure 
non sfruttava, la ritraduzione della teoria cantoriana degli insiemi in un sistema 



assiomatico-formale con dei lineamenti logici ben defmiti, non sono riusciti a dare 
una risposta al problema del continuo; i metodi matematici, introdotti per la prima 
volta da K. Godel e da P.J. Kohen hanno invece prodotto una svolta della questione, 
anostro awiso di fondamentale importanza non solo per il problema del continuo, ma 
anche al fine di un generale dibattito sui fondamenti della matematica. 

Tale svolta si pud compendiare in due differenti aspetti: a) questi risultati hanno 
aperto delle possibility formali amplissime sia per quanto riguarda il problema di 
Cantor che per altre articolazioni della teoria degli insiemi; b) hanno contrapposto al 
problema della verita e della falsita della congettura di Cantor, quelle della sua 
decibilita e indecibilita rispetto a certi sistemi formali (ZF, GB, etc.) che solitamente 
si ritengono come le versioni assiomatico-formali che piu da vicino hanno raccolto la 
eredita del transfmito cantorino: ed e questo ultimo problema che ha risolto. 

Resta aperta la questione: il primo quesito ha ancora senso? 

Anche questo problema lo riprenderemo nel paragrafo successivo: ci sembra 
opportuno prima di tutto sottolineare il carattere dei nuovi metodi, in particolare 
quello coheniano. Con una osservazione di carattere generale G. Kreisel ha osservato 
che il metodo di Cohen per quanto riguarda le questioni di indicibilita formale nella 
teoria degli insiemi “e tanto decisiva quanto F opera di Galois e di Abel” (4) nello 
studio del problema della resolubilita delle equazioni generali. 

Vediamo piu da vicino il metdodo del forcing . Esso non solo si applica 
all’indipendenza di AC e di CH, ma anche di altre proposizioni della teoria degli 
insiemi. Esso sebra giocare un ruolo chiave soprattutto nell’investigare i rapporti che 
intercorrono tra gli usuali assiomi di ZF e ipotesi piu forti, il che tra l’altro conferisce 
un nuovo interesse alle piu audaci assunzioni platonistiche dell’attuale teoria degli 
insiemi. I risultati sono anche qui sorprendenti. Easton (5), per esempio, e partito da 
un modello numerabile di GB e da una funzione G crescente dagli ordinali ai 
cardinaliin M che soddisfano la condizione che la proposizione “K G(a) non e co-finale 
con alcun cardinale < N a ” e vera in M. Sotto queste ipotesi, ha individuate, servendosi 
di una procedura di tipo di quella descritta nella sezione C), che esiste un modello N 
che contiene M e tale che entrambi i modelli hanno i medesimi cardinali e Fenunciate 
2 N a =NG(a) e vero in N per ogni cardinale regolare N a . Abbiamo citato questo risultato 
perche esso completa armoniosamente i risultati di cui alia P. IV: mediante di esso 
passiamo alia considerazione delle alternative formalmente accettabili di CH alio 
studio di quelle di GCH. Detto intuitivamente e in breve: il risultato di Easton mostra 
che praticamente ogni ipotesi concernente potenze di cardinali regolari e compatibile 
con gli assiomi di ZF. 

Ma il metodo del forcing non trova applicazione solo nella teoria degli insiemi: 
Fofermann ha indicate alcune applicazioni della nozione di forcing e di insieme 
generico sia alia teoria dei numeri (al I ordine) che nella analisi (al II ordine): nulla fa 
poi pensare che il campo di tali applicazioni sia cosi esaurito, anzi si hanno varie 
ragioni per pensare il contrario (6). Cerchiamo ora di dare una caratterizzazione del 
forcing su un piano generale, svincolandosi dal sistema insiemistico della P.IV. 

Siamo innanzitutto alia ricerca di una “interpretazione formale filosoficamente 
fondata” (per usare le parole del Crzegorczyk) del forcing . Essa e possibile alio stato 




attuale delle ricerche, a cosi poco tempo di distanza dalla prima comparsa di tale 
metodo? Certo e che vi sono, analizzando il meccanismo, degli aspetti estremamente 
stimolanti in questa direzione. 

Consideriamo un dominio k di individui e relazioni su di esso. Sia G una variabile per 
sottoinsiemi di k. Denotiamo con P una coppia ordinata di insiemi finiti e disgiunti di 
elementi di K: P=< P 0 ,P l > . Data un’altra coppia Q=<Q ri ,Q l > introduciamo una 
relazione “Q e una estensione di P” che denoteremo con j(P,Q). Possiamo (ma non 
necessariamente si deve seguire tale via) definire j(P,Q)come segue: 

j{P,Q) = df.P 0 <Q 0 &P l <Q l 

La relazione cosi defmita risulta riflessiva, transitiva, antisimmetrica. Consideriamo 
ora un predicato monodico E(x) e per ogni P una funzione f (E,P)=Pi. Poniamo poi 
u(P)=PoUP L 

A questo punto, consideriamo le proposizioni A del nostro linguaggio costruite 
mediante gli operatori logici (-i,&,3: gli altri si defmiscono agevolmente in termini di 
questi tre) a partire da proposizioni atomiche e dal predicato E(x). Definiamo poi una 
funzione F(P,A) che a ogni coppia costruita da una coppia P e da una proposizione A 
del nostro linguaggio costruita come sopra, associa un elemento dell’insieme {0,1}: 

1 Se A e una proposizione atomica, diversa da E(k), F(P,A)1 se A e vera nel 
dominio K; 0 altrimenti. 

2 Se A=E(k), F(P,E(k))=l se Ke Pi; 0 altrimenti. 

3 F (P, —■ B) 1 se per ogni Q, J(P,Q) F(Q,B)=0; 0 altrimenti. 

4 F(B&C)=1 se per F(P;B)=1, F(P;C)=1; 0 altrimenti 

5 F(3xB(x))=l se per qualche ke K, F(P,B(k))=l; 0 altrimenti. 

Occorrono alcuni chiarimenti: innanzitutto si potra leggere la relazione F(P,A)=1 
come “P forza A” e F(P,A)=0 come xe G. Conveniamo che k denoti tanto una 
costante del linguaggio quanto un individuo di K. La definizione di cui sopra si pud 
estendere anche a formule del linguaggio con variabili libere (anche se questa 
evenienza non si e prospettata nella trattazione del forcing data nella parte IV) (7). 

P costituisce una condizione-forcing : possiamo pensare infine a una funzione d tale 
che d(P) risulta Finsieme di tutte quelle proposizioni ke G dove ke Pi e kg G dove 
ke P 0 : si potra quindi, grazie alia u, leggere P come una informazione (nel senso 
precisato nella P.IV), Po come sottoinformazione negativa, Pi come 
sottoinformazione positiva. La relazione j non denota altro che un aumento di 
informazione. II lettore ritrovera qui, a meno di modifiche inessenziali, gli gli stessi 
concetti della dimostrazione data in precedenza, dove si trattavano rispettivamente un 
caso particolare e una presentazione piu generale, ma sempre nell’ordine di idee 
dell’applicazione della teoria degli insiemi. Naturalmente si pud svolgere in questa 
sede il discorso articolato nei lemmi C.8, C.9, C.10, C.l 1 e ; a) ritrovare cosi le ben 
note proprieta del forcing; reintrodurre il concetto di insieme generico : per quanto 
riguarda quest’ultimo, un insieme generico non sara altro, in questo contesto, che un 
insieme G 1 (sottoinsieme di K) tale che per ogni proposizione A del linguaggio, esiste 




un P=<P 0 , Pi> tale che si “accorda” con G 1 , cioe Pi e G eP 0 e K - G , e P forza A 
oppure P forza -i A. I lemmi di cui sopra garantiscono Fesistenza di insiemi generici 
(nel senso qui definito) L’idea centrale delle dimostrazioni di indipendenza della P.IV 
(rispettivamente per V=L e per CH) giocavano su una scelta particolare di K come 
Finsieme costituito dagli ordinali <a 0 (a 0 ordinale numerabile), le condizioni - forcing 
erano finite e si considerava (nel caso dell’assioma di costruibilita) G cco. II punto 
cruciale della dimostrazione era che L a0 (G) soddisfaceva gli assiomi di ZF. 

Nel caso invece della ipotesi del continuo la scelta era piu delicata: si sceglieva infatti 
un ordinale (3 al posto di co tale che G ' c= (5 e facendo uso del fatto che a 0 risultava 
numerabile (in qualche La, a<a 0 ) si otteneva L a0 (G) che soddisfaceva 2 N0 =N a per 
ogni a non escluso dal lemma di Konig. 

Si sara notato che nel corso della trattazione della P. IV abbiamo pero oarlato di 
insiemi “generici” in una maniera un po’ diversa da come abbiamo puntualizzato in 
questa sede e di come (del resto) risulta dalla stessa tecnica delle dimostrazioni. Non 
e che si intendesse questo termine nel senso piu usuale e immediato: tuttavia non 
mancavano accenni in questa direzione (a livello intuitivo). Cerchiamo ora di renderli 
piu precisi. Prendiamo K come co, cioe Finsieme dei naturali E o G(n ) denoti la 
successione k 0 ...., k n _i dove k x =0 _se_i£G,k i =1 se ieG . Possiamo quindi pensare 
a G come a un oggetto definito in modo incompleto (8). Siamo ora GeG’ variabil per 
insiemi non completamente definiti: per essi le ordinarie operazioni logiche 
perderanno il senso usuale solo quando vengano applicate a espressioni con 
contenenti G; si ha allora: 

(M (G) -> 3PVG (g(p) = G 7 (p) -> A,, (g )) dove G (p) e una successione di cifre 0,1 
definita come piu sopra a A; indica una componente atomica di una proposizione A in 
cui occorra G. La (j) a parole significa che solo un numero finito di valori di G 
intervenire in ciascun A; e quindi si ha: 

(jj)\/G3n A(G,n) -> 3/zVG3/zVG'( g(ot) = G (m) -> a(g' , n)) il che significa che una 
proposizione esistenziale che tratta di oggetti definiti in maniera incompleta richiede 
una condizione di uniformita . Dal momento che ciascun G (p) per un prefissato p, 
risulta definibile, automaticamente viene soddisfatto un principio centrale delle 
dimostrazioni della sezione C) della P.IV: cioe che il fatto che le relazioni definite in 
L a (G) solo se la parte di G (cioe una condizione-forcing eh si “accorda” con G’) a 
cui fare riferimento ogni assioma particolare di ZF pud essere definito in L (/ . 

Kreisel (9) in alcune osservazioni a carattere euristico ha stabilito un rapporto tra i 
metodi dimostrativi della sezione C) della P.IV e altre regioni della filosofia della 
matematica, in particolare le cosiddette successioni di libere scelte come sono trattate 
da Kriesel in altri suoi lavori (11). 

Per quanto riguarda il forcing ogni condizione P viene a essere determinata da una 
successione 0,1 e “p forza A”, con A contenente G, risulta allora Vg(g(p)= p -> a) 
dove p e la lunghezza di P (e vale per gli operatori logici la stessa awertenza che per 



(j) e (jj). Kriesel ha infine indicato che su questa base si pud riottenere la defmizione 
del forcing come un teorema delle successioni assolute di libere scelte.(12) 

Questi complicati passaggi acquistano tuttavia un significato particolare. Viene infatti 
provato che se una formula A e dimostrabile a partire dal calcolo logico intuizionista , 
cosi come e stato codificato da Heyting (13), allora P forza A. E stato stabilito un 
ponte tra il metodo del forcing e i sistemi intuizionisti . Si pud osservare che, mentre a 
livello preposizionale forcing e calcolo intuizionista coincidono (14), a livello 
predicativo il forcing non e riconducibile a un caso specifico delle nozioni 
intuizioniste. Se per esempio consideriamo proposizioni limitate e valida una regola 
(co - regola) per cui se P forza -i A(0), P forza -i A(l).. .allora P forza -i 3x4 (A) , senza 
che si abbia la corrispondente richiesta intuizionista che la premessa sia stabilita in 
maniera costruttiva. 

La ragione di tale fatto la ritroviamo, intuitivamente, grazie a una considerazione di 
questo genere: le funzioni f(P,E) e F(P,A) relativamente a una tripla ordinata <P e ,U,j> 
dove P e e una condizione-forcing che chiameremo condizione iniziale, U e l’insieme 
di tutte tali condizioni, j e la relazione piu oltre introdotta. Ricordiamoci che un 
modello in senso intuizionista (per la logica dei predicati) non e altro che una 
funzione f (E n ,P) rispetto a una struttura <P°,U,j> dove E n varia sui simboli 
predicativi n-adici e P su elementi di U e la corrispondente funzione di verita F(A,P) 
e defmita per induzione con un procedimento analogo () a quello (per gli operatotri 

-i,&,3). 

La coincidenza tra logica intuizionista predicativa e forcing ci appare importante 
sotto due differenti aspetti:a) uno strettamente tecnico; b) uno piu propriamente 
filosofico, che permette di mettere in luce dei principi generali che possono 
illuminare bene anche le motivazioni dei passi tecnici di un meccanismo logico 
estremamente potente ed estremamente nuovo (impiegato a livello, per cos’ dire, 
ancora sperimentale). 

E noto che le leggi formali intuizioniste valgono per certe parti elementari della teoria 
degli insiemi aperti negli spazi topologici. Ma stabilita la connessione tra forcing e 
teorie intuizioniste, appare automatico il collegamento tra forcing e topologia. Cohen 
nelle sue dimostrazioni non ha fatto mai ricorso a concetti topologici: tuttavia una 
traduzione topologica del forcing appare oggi di estremo interesse e alcuni ricercatori 
(Takeuti, Mostowski) o tendono a servirsi, nel forcing, di concetti topologici e 
tendono addirittura a presentarlo completamente in tale veste. 

Qui accenneremo a un abbozzo di presentazione topologica (solo per il forcing a 
livello preposizionale) che ci permettera di mettere in luce quello che ci pare un 
carattere tipico di questo metodo. Riflettiamo a come e nato Eintuizionismo. Gli 
intuizionisti non pretendevano tanto di esprimere nel loro linguaggio fatti concementi 
strutture astratte, ma solo volevano indicare il fatto che si possono indicare sui 
numeri naturali certe “costruzioni intuitive”. 

Come e noto, una connessione tra il calcolo preposizionale classico e il calcolo delle 
classi risale a Boole. Ma l’interpretazione delle proposizioni nel calcolo boleano non 
e piu valida pero la logica intuizionista. Ma se si accettano come leggi preposizionali 
intuizioniste quelle indicate da Heyting (16) e possibile una correlazione con algebre 





dette algebre di Heyting. Esse possono essere definite mediante un numero ridotto di 
assiomi puramente algebrici, proprio in analogia con le algebre di Boole. Ci si pud 
anche servire di nozioni topologiche per descrivere tali algebre : se T e uno spazio 
topologico, 0 l’insieme vuoto, X; denota un insieme aperto di T, si pud fare 
corrispondere a ogni proposizione atomica A; un aperto X ; , associando quindi a ogni 
connettivo logico una ben determinata operazione defmita su tali insiemi aperti: piu 
precisamente -1 A; corrisponde a Int (T - X;) (cioe all’interno del complemento di X ; 
rispetto a T), A; & A, a X^Xj, A; V A, a X; V Xj, A^A, a Int [(r-XjUX J. 

Una classe H di insiemi aprti di T che contenga T, 0 e sia chiusa rispetto alle 
operazioni definite piu sopra, costituisce una algebra di Heyting. Se una equazione 
costruita con delle variabili e i simboli di cui sopra e identicamente soddisfatta in 
ogni algebra di insiemi aperti diremo che essa e una legge di Heyting . L’uso 
intuizionista delle algebre di Heyting si basa sul teorema che le leggi che 
Tintuizionismo riconosce valide (che si conviene ormai di identificare con le tesi del 
sistema assiomatico di Heyting) sono precisamente quelle proposizioni che, 
convenientemente ritradotte, hanno la medesima forma del primo membro di una 
legge di Heyting il cui secondo membro e T. Ma tutto cio pud essere, per quanto 
sopra, riportato al forcing : se A e dunque traducibile in un polinomio di Heyting che 
viene eguagliato a T, allora P forza A. 

Ma come relazione tra logica intuizionista e topologia degli insiemi aperti di uno 
spazio T non fu certo quella che condusse l’intuizionismo alle sue posizioni 
filosofiche, anzi, essa venne individuata quasi di colpo, applicando metodi algebrici a 
problemi logici, cosi l’analoga relazione relativa al forcing non sta certo alia base 
della scoperta di tale metodo e non ne costituisce la piu profonda motivazione, ma 
tuttavia contribuisce a dare un quadro di interrelazioni matematiche in cui i caratteri 
generali del forcing emergono chiaramente. 

AH’origine della interpretazione topologica possiamo infatti ritrovare (intuitivamente) 
un fatto di questo tipo: consideriamo proposizioni del tipo X_dove_X e T : 
ognuna di tali proposizioni pud essere vera o falsa. Chiamiamo jeX fortemente vera 
se x e nell’internp di X, fortemente falsa se x e nell’interno di T - X: allora per ogni x 
che sia sul bordo di X (cioe nell’insieme X f| T - X dove la lineetta denota 
Eoperazione di chiusura) tal proposizione non risulta ne fortemente vera ne 
fortemente falsa. Ritroviamo qui nella concezione per cui una successione finita di 
informazioni Pi,.. .,P n concernenti x e sufficiente a decidere se x appartiene o no a un 
certo insieme: ma non e specificato, parlando intuitivamente, a che momento di tale 
processo informativo, cioe non viene data una limitazione al numero n. E qui che la 
ragione dell’accordo, piu sopra rilevato, tra concezione intuizionistica (qui riferita a 
un insieme) e forcing : in questo concetto centrale cioe, di work in progress , che si 
pud caratterizzare con il termine di totalita potenziale . Tale concetto e tipico delle 
posizioni costruttiviste dove quella infinita che viene ammessa si risolve in un 
processo che in realta e sempre finito, anche se non ne fissa un limite n. Cosi 
ritroviamo come caratterizzazione a livello generale di un metodo estremamente 
fruttuoso nelle sue applicazioni alia teoria degli insiemi (e non solo ad essa) proprio 



una variante di quel concetto di infinita potenziale , che Cantor aveva ridotto a mero 
concetto “sincategorematico”. 

2 - Conclusion! sull’ipotesi e sul problema del continuo. 

Abbiamo affrontato il problema del continuo da diversi punti di vista: l’approccio in 
termini puramente matematici, nell’ambito di una teoria degli insiemi che non si pone 
peroccupazione di rigore logico (come Fimpostazione di Cantor), come si e detto, ha 
ceduto il posto a una analisi logica del problema del continuo. Ma non c’eun 
rapporto univoco: esiste una teoria intuizionista come una teoria predicativa del 
continuo come pure teorie “platonistiche” di esso. Nella P. Ill le prospettive 
esaminate (predicativismo e intuizionismo) difficilmente sembravano di consentire 
quella connessione tra transfinito e continuo tipica di Cantor, date che esse tendevano 
a liquidare proprio il concetto di infinita attuale: i predicativisti salvando soltanto la 
infinita numerabile e non ammettendo come “date” e “complete” infinita piu che 
numerabili; gli intuizionisti, ancora piu radicali, ammettendo solo un concetto di 
“totalita potenziale”( i numeri naturali) senza passare da questo a una totalita 
(infinita) attualmente data (vero rovesciamento del punto di vista di Cantor per cui 
finfinito potenziale non e che il riflesso di quello attuale). 

Nella P. IV si e pero presentato un approccio alfinterno di teorie assiomatiche degli 
insiemi (ZF, GB, ZFC, ZFT, ZFB, etc.) dove il problema si e venuto “relativizzando” 
ai particolari assiomi prescelti. 11 problema del continuo in questo contesto assume 
tale forma: determinare se esso, rispetto agli assiomi, potesse ricavare una risposta e 
in caso affermativo, quale. 

In questa interpretazione “formale” del problema del continuo, la congettura di cantor 
viene interpretata in modo che, supponendo che gli assiomi siano coerenti, essa da 
luogo a tre possibility e dimostrabile, refutabile, indicibile. Ed e la terza alternativa 
quella che Fanalisi logica del problema ha indicato. A questo punto il primo parallelo 
che la situazione suggerisce e quello con Fesempio ormai classico di indipendenza di 
un postulate da un sistema di assiomi, Fesempio cioe costituito dal V postulate di 
Euclide. 

Cohen ha sottolineato (17) a livello tecnico le analogic che intercorrono tra la prova 
di indicibilita della ipotesi del continuo (intendendo globalmente sia la 
dimostrazionedella coerenza di CH che quella della coerenza di una negazione di CH 
con gli assiomi di ZFC) e le classiche dimostrazioni (Klein, Hilbert) della coerenza 
delle geometrie non euclidee. 

Tale paragone, oltre ad avere una indubbia funzione esplicativa e didattica pud 
indicare una vera e propria svolta nella teoria degli insiemi paragonabile a quella 
della geometria? 

Senza dubbio, come gli assiomi di Euclide erano stati fondati, per lungo tempo, su 
una pretesa “evidenza”e solo nel secolo XIX con le geometrie non euclidee sono 
emerse le complesse relazioni esistenti tra i vari postulati del sistema geometrico, 
cos’ le stesse proposizioni cantoriane della teoria del transfinito che pure Cantor 
riteneva dotato di validita universale, vengono a valere solo in un modo particolare 




(cioe in un certo modello), perdono il loro carattere universale, ne assumono uno 
esistenziale: Fipotesi del continuo o il teorema del buon ordinamento non seguono 
dunque con necessity logica dai “primi principi” della teoria del transfmito. 

Ma come valutare la indecibilita di CH rispetto a sistemi come ZF, GB, etc.? Per quel 
punto di vista che nel paragrafo 1 della P IV abbiamo chiamato “platonista” e 
“realista” nel quadro della attuale problematica dei fondamenti della matematica e 
che ambisce a presentarsi come il vero erede del realismo cantorino, anche se in veste 
piu critica, certamente rispetto a un dato sistema di assiomi una proposizione pud 
essere dimostrabile, refutabile o indicibile: ma siccome essa “parla” intorno a certe 
realta “obiettive”, in ultima istanza resta sempre vera o falsa. Chi e in questo ordine 
di idee non pud che respingere Faffermazione che, se il problema del continuo di 
Cantor risulta indecidibile rispetto agli assiomi consueti della teoria degli insiemi, 
non ha piu senso porsi il problema della sua verita (18). Cosi per esempio Godel ha 
ribattuto che “una questione perde significato in seguito a una dimostrazione di 
indecibilita solo se il sistema di assiomi considerato viene inteso come sistema 
ipotetico-deduttivo, cioe se il significato dei termini primitivi rimane “indeterminate” 
(19). Riprendendo Fesempio delle geometrie non-euclidee so deve osservare infatti 
che nel quadro di una interpretazione “fisica” la questione della verita del V postulato 
(in una accezione moderna del problema) mantiene tutto il proprio interesse. Il 
platonista trasferisce un discorso di tale genere alia stessa teoria degli insiemi e, 
prevenendo Fobbiezione che sembra difficilmente sostenibile che gli “oggetti” della 
teoria del transfinito appartengono al mondo fisico, ribatte che nonostante la loro 
distanza dalla esperienza sensoriale “noi abbiamo in qualche modo una percezione 
degli oggetti della teoria degli insiemi” che, diversa dalle percezioni sensoriali, 
costituisce un tipo di “intuizione matematica” (20) sui generis . Ed e sulla base di 
questa convinzione che a una domanda come: CH e vera o falsa? Il platonista 
conclude (a nostro avviso in piena coerenza con le proprie premesse) che esiste una 
soluzione del problema del continuo che e la soluzione di tale problema, cioe quella 
soluzione che puo essere “privilegiata” nella gamma delle infinite soluzioni possibili 
da un punto di vista formale. La indipendenza formale di CH o di una sua alternativa 
non e dunque in contraddizione con tale convinzione di fondo. Essa innanzitutto 
conceme non la teoria degli insiemi in se, ma piuttosto la assiomatizzazione di tale 
teoria (e nemmeno la originale assiomatizzazione di Bermelo, bensi una 
assiomatizzazione calata piu nettamente in un contesto formale): ed esiste un salto tra 
teoria degli insiemi propriamente detta “assoluta” e la sua traduzione a livello 
formale. Del resto il platonista a questo punto potra osservare che la logica 
matematica non e nuova a queste situazioni: lo stesso teorema di Godel del 1931 non 
asserisce forse che dato un sistema S (che sia in grado di trattare Faritmetica 
discorsiva) esistono delle proposizioni G che sono nello stesso tempo vere e 
dimostrabili? Situazioni di questo tipo non intaccano, su un piano generale, la 
posizione realistica: platonicamente essa verra a contrapporre un livello di realta 
“oggettiva” (le cose come sono) a un livello di trattazione formale “relativo” (le cose 
come noi ne parliamo), proprio nella stessa maniera in cui esce dalle secche del 
paradosso di Skolom contrapponendo la assolutezza degli enti matematici alia 



“relativita” nel discorso formale e nel metodo assiomatico. In una visione piu 
completa (come per esempio in quella di Godel) la mediazione tra i due livelli e 
infine assicurata dalla “intuizione matematica” - che non necessariamente deve 
fomire una conoscenza “immediata” degli oggetti matematici, ma pud limitarsi a 
fornire la base per una conoscenza “mediata” (21) - la quale pone l’esigenza di 
riformulare nuovi sistemi di assiomi piu adeguati a tali esigenze “intuitive”. 

Ma saggiamo ora la posizione platonistica alia prova dei fatti: concretamente, quale 
sara dunque la soluzione “privilegiata” del problema del continuo? E quali i criteri 
con cui questa soluzione verra eventualmente indicata? 11 realismo cantorino, che si 
muoveva in una matematica non formalizzata e quindi incurante degli strumenti 
logici adoperati, fondava la ipotesi delle due potenze HM (e quindi CH) sul fatto, 
empirico e contingente, che ogni tentativo di individua sulla rotta un insieme di punti 
infinito che non fosse ne numerabile ne dalla potenza del continuo era rimasto senza 
risultato e sulla presunzione (questa fondata, come si e osservato, non solo su tutta 
una osservazione di “fatti” matematici, ma addirittura su una convenzione filosofica) 
che tali tentativi fossero intrinsecamente votati alio scacco. 

Sono pure possibili forme di “platonismo” che abbracciano, con la medesima 
“assolutezza” di Cantor, particolari negazioni di CH o che almeno ritengano falsa la 
congettura di Cantor. Gia abbiamo osservato come le ricerche svolte dalla scuola 
polacca, in particolare da Sierpinski, tendevano a individuare tra le conseguenze 
logiche di CH qualche proposizione estremamente paradossale. Cosi awiene, per 
esempio, grazie a un Teorema di Sierpinski (22) che rende possibile esprimere CH 
facendo uso solo di nozioni di geometria elementare senza fare uso del concetto di 
infinito. CH risulta infatti equivalente alia proposizione H’: lo spazio euclideo 
tridimensionale E e la somma di tre insiemi Ej (1=1,2,3) tali che se denotiamo gli assi 
delle coordinate cartesiane nello spazio E con OX; (i=l,2,3) allora per i=l,2,3 
1’insieme Ej e finito su ogni linea parallela all’asse OX;. 

E bene notare, in connessione con tale teorema, che non e stato risolto il problema se 
esistano in un piano tre linee rette D; (i=l ,2,3) tali che il piano risulti la somma di tre 
insiemi Ej (i=l,2,3) tali che per i=l,2,3 1’insieme Ej sia finito su ogni retta parallela 
alia rotta D;. 

La ipotesi del continuo e connessa inoltre a altri problemi di teoria degli insiemi di 
punti e alia teoria della misura. Esistono certe proprieta degli insiemi di punti (che 
asseriscono una estrema rarita degli insiemi a cui si riferiscono) tali che si e riusciti a 
dimostrare la esistenza di insiemi non-numerabili che le posseggono, ma non si sa 
come trovare esempi della cardinality del continuo. Proprieta di questo tipo sono ad 
esempio: la proprieta di essere di prima categoria su un insieme perfetto qualsiasi, la 
proprieta di essere mandato in un insieme zero da ogni applicazione biunivoca 
continua della retta in se stessa, etc. Una proprieta di tipo analogo e quella di poter 
essere coperto da una infinity di intervalli di lunghezza qualsiasi; e in questo ultimo 
caso non si e finora riusciti nemmeno a dimostrare la esistenza di esempi non 
numerabili. Ma ammettendo CH segue:a) che per le proprieta summenzionate 
esistono esempi di cardinality del continuo; b) esempi di insiemi che sono applicati in 



se stessi (a meno di una infinita numerabile di punti) da una traslazione qualsiasi 
della retta (23). 

Si parla di scarsa “plausibilita” di tali risultati. Ma come intendere questo termine? 
Forse nello stesso senno in cui si dicono poco plausibili certi risultati della teoria 
degli insiemi di punti, come per esempio la corrispondenza biunivoca che Cantor 
istituiva nei punti di un quadrato e i punti del suo lato? E ben vero che un tale 
risultato apparentemente contraddice la evidenza: o meglio, pone uno jato tra 
evidenza geometrica e concetti insiemistici. Tuttavia su questa base esso non pud 
certo essere confutato: confutata viene semmai la convinzione che la teoria degli 
insiemi di punti offra una base adeguata al concetto di dimensione. II paradosso si 
risolve quindi in uno stimolo a cercare tale base in un’altra disciplina (nel caso 
specifico, la topologia). Ma nel caso delle conseguenze di CH e abbastanza diffusa la 
convinzione che si arrivi a un punto morto, che non apre affatto la prospettiva che 
apriva invece il teorema di Cantor piu sopra citato. La cosa si pud sintetizzare in 
questi termini: mentre numerose proposizioni plausibili implicano la negazione di 
CH, non si conosce alcuna proposizione plausibile che implichi CH. 

Tuttavia il criterio della “plausibilita” appare in questo contesto e al livello attuale 
delle ricerche piuttosto soggettivo e storicamente condizionato: in linea di principio, 
del resto, appare estremamente complicato stabilire gradi diversi di “non- 
plausibilita”, in modo da distinguere quella relativa a CH e alle sue conseguenze dalla 
“non-plausibilita” che per in certo periodo fu pressoche costantemente attribuita al 
teorema di Cantori cui sopra, alia “curva” di Peano, etc. Piu stimolanti appaiono 
invece le considerazioni su cui P.J Cohen basa la propria conclusione che “CH e 
manifestamente falsa”, considerazioni che si imperniano su un aprticolare valutazione 
filosofica sia degli assiomi di ZF che della natura del continuo. Ni e Finsieme degli 
ordinali numerabili ed e senza dubbia la via piu semplice per ottenere cardinality 
maggiori di K 0 . Ma il continuo appare invece generato dal principio dell’insieme 
potenza a prtire da K 0 . 

Si tratta ora di considerare A.6 come Fassioma realmente piu forte della teoria degli 
insiemi. Entrando nelFordine di diee che C sia “irraggiungibile”, facendo uso di 
operazioni consentite da altri assiomi di ZF, in particolare dal principio di 
rimpiazzamento, C risulta maggiore di X n , N co , dove a=K t0 etc. Sotto questa luce CH 
(come del resto anche LH) appare solo come una grossolana semplificazione, mentre 
C viene considerato un insieme estremamente “ricco”: la congettura di Cantor e 
dunque inadeguata alia natura del continuo, mentre solo alzando il valore di 2 K ° si 
riesce a trascrivere, in contesto transfinitista, la concezione intuitiva del “salto” tra 
numerabile e continuo. Certo non si contesta la legittimita di una teoria formale degli 
insiemi che segua la congettura di Cantor, ma si viene pero a prospettare, come vera e 
propria realizzazione della teoria del transfinito, una “teoria degli insiemo non- 
cantoriana”, estremamente piu ricca e articolata della precedente (24). 

Tuttavia, come il criterio della plausibilita, questo del potenziamento della teoria 
“non-cantoriana”, nel quadro di una interpretazione estremamente ardita dello 
assioma dell’insieme potenza, e quindi, sostanzialmente, del concettosi “parte” (nel 
contesto insiemistica, non appare risolutivo: si pud notare che, mentre Contor aveva 



dato della relazione “parte-tutto” due traduzioni ( nel contesto insiemistico) nella 
convinzione che esistesse una armonica giunzione delle due in grado di rivelare come 
entrambe descrivano la stessa “realta”, si e venuta contrapponendo una convinzione 
che le due traduzioni in realta non si sovrappongano ma descrivano due regioni 
differenti e che probabilmente che la concezione non-cantoriana e forse una piu 
limpida trascrizione della idea deH’infinito “pluricizzabile” di quanto non lo sia la 
stessa teoria cantoriana. A1 momento attuale nemmeno pero tale sbocco appare 
convincente: che il continuo appaia “naturalmente” irraggiungibile e un fatto 
opinabile almeno quanto il fatto che esso appaia raggiungibile immediatamente dopo 
il numerabile. 

Un terzo criterio potrebbe essere quello costituito dalla valutazione delle asserzioni 
delle teorie matematiche basate sulla loro “fecondita”? Si tratta di un criterio 
nettamente pragmatistico, che porta con se le implicanze del pragmatismo 
matematico (che vorrebbe, nel caso specifico, a basare la scelta dei propri fondamenti 
su criteri in certo qual modo contingenti). Ma nel dominio della teoria degli insiemi 
questo criterio pud dawero essere applicato nel caso di proposizioni come CH o 
GCH oppure nel caso degli assiomi forti dell’infinito dal momento che si sa ben poco 
delle loro conseguenze in latri campi? 

11 piu semplice esempio di applicazione del criterio sopra discusso si ha nel caso di un 
assioma della teoria degli insiemi che abbia nella teoria dei numeri delle conseguenze 
verificabili mediante il calcolo fino in fondo, nella prassi matematica, le assunzioni 
platonistiche? Lasciamo per ora impregiudicata la questione relativa agli assiomi 
deH’infinito e guardiamo a CH e GCH. 

Consideriamo ora la gerarchia degli L a : denotiamo con a 0 il minimo ordinale per cui 
L a e un modello per ZF. Nella sezione C) della P.IV abbiamo visto che 0 e 
numerabile. E facile verificare (25) che tutti gli insiemi di numeri naturali che 
appartengono a L a (a<a 0 ), sono definibili nella forma: \/x3y A(n,x,y)_e_3x\/y 
( n,x,y ) dove x, y variano su tutti gli insiemi di numeri naturali e A,B sono formule 
aritmetiche. Viceversa (26) se un insieme e definibile in questa maniera esso occorre 
nella gerarchia e si ha che: 

i) V a x3 a v A(/z, a, v) <-> \/x3y A(n, x, y ) dove Q a indica un quantificatore ristretto a 
L a . Da (i) segue immediatamente: 

ii) 3 a z\/ a x3y A(z,x, y) -> 3z\/x3y b(z,x, v) (dove e A ancora una formula 
aritmetica). Se dunque il secondo membro di (ii) e una conseguenza della ipotesi del 
continuo, per i risultati della sezione B) della P.IV il primo membro pud essere 
dimostrato senza l’uso di tale ipotesi e quindi anche il secondo membro. Si pud 
dimostrare inoltre che tale risultato e massimale, cioe le formule E‘ (27) sono le piu 
generali tra quelle che godono di tale proprieta. Dualmente si mostra poi (28) che in 
base ai risultati della sezione C) della P.IV se una formula e una conseguenza 
della negazione delle ipotesi del continuo, essa pud essere dimostrata anche senza di 
questa. Questo risultato ci appare di estrema importanza: a) da una forma sistematica 
ai tentativi di eliminare il riferimento alle ipotesi del continuo, o alia sua negazione, 
delle dimostrazioni di proposizioni che rappresentano gran parte delle asserzioni della 



Analisi, mostrando non solo che tale eliminazione e possibile in casi specifici, ma 
offrendo pure la forma logica generale delle formule per cui cio e possibile. La cosa 
vale anche per il principio di scelta, il che viene a confermare Lintuizione originaria 
di numerosi matematici, soprattutto della scuola francese e italiana, che questi 
controversi principi non sono di necessita essenziali per gran parte della matematica 
“concreta”, benche l’impiego di tali principi in generale semplifichi notevolmente la 
dimostrazione ; b) cio non vuol dire che altre “forti assunzioni” platonistiche (come 
gli assiomi dell’infinite) non possano essere determinanti per questioni di semplice 
teoria dei numeri, come accenneremo piu avanti. 

Le motivazioni dei platonismi che abbiamo piu sopra esaminate per una soluzione 
“privilegiata” al problema del continuo possono a nostro avviso costituire utili ipotesi 
di valore, ma non hanno un carattere determinante. 

Viene spontaneo chiedersi se non si potrebbe tagliare la questione assumendo come 
assioma della teoria degli insiemi anche F assioma di costruibilita? Accettando come 
“vero” (nel senso usato in questa parte, seguendo Fordine di idee di Godel/3/) 
seguirebbe immediatamente la soluzione del problema del continuo nel senso di 
Cantor. Considerando la cosa dal punto di vista della teoria dei modelli, si verrebbe 
cosi a privilegiare, tra le strutture descritte da ZF, la struttura ramificata dei gradi 
(mentre per contro di solito e considerata la struttura cumulativa dei tipi come il 
“modello naturale”), accettandola come la piu adeguata al concetto intuitivo di 
insieme. 

Cosi facendo, non si dovrebbe infine convenire che avevano visto giusto i matematici 
francesi nominalisti, i Borel, i Lebesgue, i Poincare, che consideravano la nozione 
predicativa di insieme come Tunica accettabile, piu che il principale creatore della 
teoria degli insiemi, Georg Cantor? Ma proprio perche V=L rappresenta ancora una 
volta una semplificazione del transfmito cantorino ancora piu forte di GCH, il 
platonista oggi insiste sulla estrema forza dell’assiomadell’insieme potenza non potra 
accettare, a livello teoretico, quella stessa riduzione che, a livello strumentadle e la 
molla della dimostrazione della coerenza di GCH: e cioe la riduzione di sottoinsieme 
qualsiasi di un insieme dato a sottoinsieme definito (nel senso-usato nella sezione B) 
della P.IV - di “defmibilita ordinale”) di un insieme dato. 

Con le parole di Cohen: “e irragionevole sostenere che un insieme debba essere 
costituito sulla base di una qualsiasi formula prefissata al fine di essere riconosciuto 
come vero e proprio insieme”, sicche Tammettere che ogni insieme sia costruibile (in 
particolare, ogni sottoinsieme dell’insieme dei numeri naturali) appare estremamente 
restrittivo. Un’altra obbiezione di tipo intuitivo all’assioma di costruibilita come 
nuovo assioma alia teoria degli insiemi e che, se conveniamo di considerare che un 
concetto X sia piu fondamentale di un concetto Y se Y pud venire definito in termini 
di X e non viceversa, scopriamo che non solo la struttura cumulativa dei tipi pud 
apparire , per molti versi, il modello piu “naturale” della teoria degli insiemi, ma 
addirittura che essa e ben piu fondamentale della teoria ramificata dei gradi, perche la 
nozione di essere insieme costruibile pud essere defmita in termini della nozione di 
struttura cumulativa dei tipi, ma non vale il viceversa. 



La discussione viene cosi a vertere sui modelli di ZF: nella parte precedente se ne 
sono considerati tre, la struttura cumulativa dei tipi, la gerarchia degli insiemi 
costruibili e quella degli insiemi generici. Ma tra tutte queste differenti strutture che 
descrive, la teoria formale non e in grado di privilegiarne una: eppure si tratta di 
nozioni estremamente differenti l’una dall’altra! Chi crede nella esistenza assoluta 
dall’insieme dei numeri naturali e dell’insieme delle parti, viene con cio stesso a 
contestare, in un certo qual modo, l’appello al metodo assiomistico-formale 
impiegato nella P.IV: in esso si erano precisati rigorosamente i mezzi di espressione 
linguistica, si erano stabilite regole precise di inferenza per dedurre preposizioni 
valide da preposizioni valide assunte come assiomi, eppure tale procedimento sembra 
risultare estremamente inadeguato: esso no descrive “veramente” i contenuti 
matematici, parla di “troppe” cose, non riesce a caratterizzare il proprio oggetto. 

I cosiddetti teoremi di indecibilita del 1931 mostra gia che la teoria degli insiemi e 
incompleta e certo, visto cio, nessuno potrebbe richiedere la completezza di teorie 
come ZF o GB: solo che “nessuno si aspetterebbe che teorie come ZF risultino 
incomplete sino a questo punto” (Mostoxski - 30). 

Quali vie restano aperte? Insistere che CH deve necessariamente essere vera o falsa 
(riferendoci a un mondo di oggetti “assoluti”), porta a concludere all’inadeguatezza 
del metodo assiomatico-formale cosi come e stato sviluppato nella P.IV. 

Oppure si pud condividere con Brouwer Fidea che una proposizione non sia 
necessariamente vera o falsa, senza del resto condividere la posizione strettamente 
intuizionista di quest’ultimo. Questo atteggiamento consente di scegliere: consente 
cioe di non dover necessariamente privilegiare una particolare soluzione del 
problema del continuo e , in linea piu generale, di non dover privilegiare l’uno o 
l’altro modello di ZF. Del resto non e solo il modello “naturale di ZF che appare 
interessante: gli stessi modelli di Godel e di Cohen appaiono importanti npon soltanto 
per ragioni puramente formali (dato che ci mettono in grado di ottenere dimostrazioni 
formali di indipendenza), ma anche perche essi mostrano varie possibility che restano 
aperte quando vogliamo rendere piuu chiare quelle istruzioni che soggiacciono nella 
nozione di insieme. 

Cosi seguendo il meccanismo della prova di coerenza di V=L e di GCH abbiamo 
un’idea abbastanza chiara di un insieme predicativisticamente defmito, cioe defmito 
mediante un processo predicativo (anche se esteso nel transfinito). Ed emergono 
interessanti riferimenti anche degli insiemi generici (di cui alia sezione C) anche se il 
meccanismo della dimostrazione della indipendenza di CH e estremamente 
complicato. Uno degli aspetti piu interessanti degli insiemi generici e che “essi 
sembrano soddisfare (rispetto ad un dato modello) proprio quelle intuizioni che 
stanno alia base del concetto brouweriano di insiemi (di numeri naturali)”. Non c’e 
infatti alcun modo di defmire (in un dato linguaggio L) un tale insieme 
individualmente, ma possiamo soltanto dare delle informazioni concernenti un 
qualsiasi numero finito di elementi di tale insieme e ritomiamo cosi all’idea del work 
in progress (cfr paragrafo precedente). 

Riprendiamo, sotto questo profilo, l’esame della incompletezza della teoria degli 
insiemi: dato che non vi e speranza di poter servirsi di una qualche regola infinitistica 



per poter ridurre i risultati di indicibilita nella teoria assiomatica degli insiemi, tale 
incompletezza sembra vicina pm che alia incompletezza della aritmetica, alia 
incompletezza di certe teorie algebriche. Fino a che punto possiamo spingere avanti 
tale parallelo? Gia Skolem analizzando le possibili interrelazioni tra il paradosso che 
porta il suo nome e il problema del continuo, osservava che un problema che appare 
di natura meramente calcolistica, come appunto determinare 2 K °, e “probabilmente 
insolubile” sulla base degli assiomi di ZF che “non sono in grado di determinare in 
maniera univoca il dominioB” in cui valgono e “che si tratta di una situazione 
analoga alia seguente: dato un corpo commutativo (senza ulteriori specificazioni), 
chiediamoci se esso contenga un elemento x tale che x“=2; questo non e determinate 
dal momento che il dominio non e l’unico”. E Mostowski piu recentemente ha 
ribadito che se si sccattano teorie come ZF o GB come la teoria degli insiemi, la 
conclusione che si deve trarre dalla dimostrazione della indipendenza di AC e HC e 
“a senso unico: e cioe che la ipotesi di continuo (come del retso di AC) e 
indipendente dagli assiomi della teoria nello stesso senso che, per esempio, Fassioma 
che garantisce la proprieta commutativa e indipendente dagli latri assiomi della teoria 
dei gruppi”(33). Cosi, proprio come si ha una teoria dei gruppi abeliani e una dei 
gruppi non abeliani, si potra per esempio avere una teoria degli insiemi con CH e/o 
AC e una teoria senza CH (sostituita da una sua accettabile negazione particolare) e/o 
senza AC. 

Ma quale e il passo cruciale che compie una posizione di tale genere? Mentre la 
posizione platonistica rimanda alia oggettivita degli enti matematici, qui invece si 
prescinde da tale problema e si guarda a una sistematizzazione della teoria degli 
insiemi vicina alle sistemazioni assiomatiche delle strutture algebriche astratte. Ma 
attenzione! La teoria degli insiemi appare in generale come una teoria concreta, che 
ambisce (non piu certo alia categoricita) ma tuttavia a caratterizzare certe entita. Si 
verifica cosi un fatto paradossale: le teorie algebriche incomplete (corpi, gruppi, etc.) 
lo sono dal momento che sono formulate espressamente nella intenzione che i loro 
assiomi ammettano un numero di modelli non isomorfi tra loro. Nel caso della teoria 
degli insiemi noi non abbiamo questa intenzione, ma i risultati sono proprio gli stessi. 
Si tratta di una limitazione? Senza dubbio si, se le teorie assiomatiche devono essere 
realmente le eredi della tradizione cantoriana e, ancor di piu, la base di un edificio su 
cui si dovrebbe fondare tutta quanta la matematica concreta (aritmetica, analisi,etc.). 
Avremo dunque differenti intuizioni di insieme, come oggi abbiamo differenti 
intuizioni di spazio?0 e possibile eliminare i modelli “patologici” della teoria degli 
insiemi? E bene richiamare il fatto che tutto il discorso di cui alia P.IV relativo alia 
oerenza e alia indipendenza della ipotesi del continuo si articola in una logica dei 
predicati del primo ordine: e ZF (come GB,etc.) e quindi sottoposta alle limitazioni 
tipiche delle teorie elementari, in primis Fesistenza di modelli numerabili (teorema di 
Lowenheim-Skolem) di cui tra l’altro la dimostrazione di Cohen fu uso. Se si 
osservano le piu importanti strutture matematiche concrete, come il sistema dei 
numeri naturali o i numeri reali, si vede che Fambito naturale in cui si pud avere una 
trattazione formale dei sistemi assiomatici a essi relativi (per esempio, 
rispettivamente gli assiomi di Peano, la teoria di Dedekind) e costituita da una logica 




del II ordine: naturalmente sono possibili anche trattazioni formali al primo ordine, 
ma queste si servono di complicati artifici (per esempio un numero infinito di 
assiomi, variabili a pm sorte, etc.). Non e lo stesso per la teoria degli insiemi? ZF 
consta di un numero infinito di assiomi. Tale principio nel passaggio da ZF a una 
teoria del II ordine gioca un po’ lo stesso ruolo del principio di induzione per gli 
assiomi di Peano o dell’assioma della completezza in una presentazione assiomatica 
del campo reale. 

Con ZF“ intendiamo gli stessi assiomi di ZF, con il fatto che A* 4 n si sostituisce A*4 
formulato al II ordine. Ma proprio come gli usuali numeri naturali e gli usuali numeri 
reali vengono ad essere i modelli “naturali” della aritmetica, rispettivamente della 
teorie dei numeri reali, e ogni altro modello di tali teorie al II ordine risulta isomorfo 
al modello naturale(35), cosi awiene per la teoria degli insiemi; riesaminiamo la 
struttura cumulativa dei tipi (cfr. paragrafo 3 della P.IV): la struttura < R , ,e v > dove 

X e il primo ordinale fortemente inaccessibile (maggior di co) costituisce un modello 
per ZF 2 e ogni altra struttura che sia modello di ZF 2 risulta isomorfa(36) a tale 
struttura. Le tre nozioni alle quali abbiamo fatto riferimento (numeri naturali, numeri 
reali in senso usuale, struttura cumulativa dei tipi) possono dunque essere riunite 
sotto un concetto comune? No, se si resta al I ordine. Si, se si passa al II ordine. Al 
secondo ordine riotteniamo soltanto i modelli isomorfi alle strutture prescelte, 
riotteniamo cioe solo i modelli “naturali”. Sicche quando parliamo, a livello 
clcmcntare . di un modello “naturale” per una teoria come quella di Peano 
eFassiemistica di Zermelo intendiamo in realta riferirci al modello che e Funico (a 
meno di isomorfismi) al II ordine. 

Cosa significa allora Feliminazione dei modelli “patologici” per il problema del 
continuo? Significa, detto in breve, che essendoci una unica struttura(a meno di 
isomorfismi) che soddisfa gli assiomi di ZF“. CH e vera o e falsa “in assoluto” dato 
che e vera o falsa in quella unica struttura. Intuitivamente: nella formazione della 
struttura cumulativa dei tipi si fa uso, nel passaggio da un insieme R a a un insieme 
R a+ , dell’operazione che permette di passare da un insieme all’insieme di tutti i 
sottoinsiemi di un insieme dato. Ma operando al I ordine ci si assicura in realta solo 
Fesistenza di quei sottoinsiemi di R a che sono realizzazioni di formule di ZF. Ed e 
cosi comprensibile che gli assiomi di ZF vengano soddisfatti anche dalla struttura 
ramificata dei gradi come pure degli insiemi generici di Cohen. In ZF“ Fipotesi del 
continuo verra formulata agevolmente cosi (H2): 

X a R [0+ 1 —^ ^ RavX = Rco+i) 

che e espressa mediante qualificatori su R w2 : ora ZF 2 permette di decidere (37) ogni 
asserzione i cui quantificatori sono ristretti a R 0)+n per ognmi numero naturale n, in 
particolare dunque anche H2 (cioe CH), dove per decisione si intende decisione 
rispetto alle conseguenze del secondo ordine (38). Cosi pur non essendo decisa, al 
primo ordine, nemmeno della regola, la ipotesi del continuo viene decisa la II ordine. 
Ed e interessante paragonare la relazione che intercorre tra Fipotesi del continuo e 
ZF 2 con la relazione che intercorre tra gli assiomi forti dell’infinito e ZF 2 gli assiomi 
forti delfinfinito risultano indipendenti anche al II ordine. Due osservazioni 




occorrono dunque qui: a) innanzitutto l’osservazione del fatto tecnico che la 
distinzione tra conseguenza al I ordine e conseguenza al II ordine non e affatto 
banale; b) Kriesel (39) ha sottolineato una differenza tra la indipendenza di CH 
(relativamente al I ordine) e la nota indipendenza del V postulate di Euclide. Nella 
geometria, per esempio, nella formulazione di Hilbert, si ha un assioma di II ordine, 
cioe 1’assioma della continuity di Dedekind (o un corrispondente assioma di 
completezza rafforzato con 1’assioma di Archimede), ma “Passioma delle parallele 
non e conseguenza nemmeno al II ordine” degli assiomi della geometria di Hilbert. 

11 problema del continuo e dunque suscettibile di una soluzione al secondo ordine: in 
un certo senso il quesito riceve una risposta analoga al problema posto dal paradosso 
di Skolem: come il relativismo resta relegato alle teorie elementari, o si contrappone 
a esso la “assolutezza“ del II ordine, cosi il problema del continuo ammette una 
soluzione assoluta al II ordine, e la gamma delle infinite alternative permane 
relativamente al I ordine. Naturalmente il problema del continuo si unisce in questo 
ordine di idee alia questione della valutazione di fondo delle logiche del II ordine, 
relativamente poco studiate e verso le quali numerosi logici e matematici nutrono 
varie perplessita. In particolare a questa concezione della soluzione “assoluta” del 
problema del continuo assumendo ZF , sostenuta soprattutto da G. Kriesel (40), 
Mostowski ha mosso le seguenti due obiezioni: 

a) Mentre in generate (anche se si richiedono assunzioni piu forti che al I ordine) 
si possono trattare alcuni sistemi matematici al II ordine, la cosa assume un 
significato tutto particolare per quanto riguarda la teoria degli insiemi. Nella 
convinzione di Mostowski e di molti altri autori “la logica del II ordine non e 
altro che una parte della teoria degli insiemi” (41), e dunque se si tratta di 
trovare nuovi assiomi per chiarire definitivamente il problema del continuo, e 
vero che la logica del II ordine ci da immediatamente una risposta: per 
esempio... si pud accettare per “insieme” la seguente definizione: x e un 
insieme se esso e vuoto oppure: 

3t,3z{{xe z)&(fe .r)&3FVy(je x f(y ))) 

Ma tutti i problemi della teoria degli insiemi sono cosi ridotti a problemi della logica 
del II ordine. Possiamo attenderci qualcosa da un tale approccio? 

b) E vero che in ZF“ Eipotesi del continuo viene decisa. Ma ancora ne Kriesel ne 
alcun altro ha mostrato se sia decisa in un senso positivo o negativo (42). 

Valutiamo teli obbligazioni: a) pone il problema di valutare quanta teoria degli 
insiemi venga impiegata gia nell’apparato logico che assumiamo: e questo e un 
problema che, nella discussione dei fondamenti della teoria degli insiemi pud venire a 
rivestire un interesse cruciate (problema che almeno in linea di principio sussiste gia 
per le logiche del X ordine); b) induce naturalmente a una riflessione metodologica 
sull’intero problema. Il punto comune in cui le differenti posizioni esaminate 
(posizione platonistica, considerazione formalistica della teoria degli insiemi, tesi di 
Kriesel, etc.), nonostante certa disparity di vedute, appaiono convergere e costituito 
dal fatto che i recenti risultati (cohen, Pefermann, Easton, etc. non solo, come si e gia 
accennato, gettano nuova luce sul lavoro di 70 anni di teoria degli insiemi, ma 
evidenziammo una profonda esigenza di individuare per la teoria degli insiemi 



assiomi piu adeguati (intendendosi qui “adeguatezza” sia in riferimento alle relazioni 
che intercorrono tra la teoria degli insiemi e altre discipline matematiche, sia in 
riferimento alle relazioni che intercorrono tra la teoria degli insiemi e altre discipline 
matematiche, sia in riferimento alia nozione generale e intuitiva di insieme.) In 
particolare, relativamente al problema “insiemistico” del continuo, risulta chiaro 
proprio dal meccanismo delle dimostrazioni della P.IV, che eventuali nuovi assiomi 
della teoria degli insiemi dovranno caratterizzare la nozione di “predicate arbitrario” 
e proprio dalla scelta di tali assiomi dipendera in maniera essenziale la risposta al 
problema del continuo. 

Oggi, come per Cantor, le nozioni di “transfmito” e di “continuo” sono strettamente 
connesse, anche se l’analisi logica di tale connessione ha lasciato ormai 
indietroalcuni tratti sliaenti della impostazione cantoriana. Metodologicamente, non 
si vede pero, alio stato attuale della ricerca, la ragione di riesaminare tale 
“connessione” partendo da un punto di vista “assoluto”, per esempio, rifacendosi a 
una realta obiettiva al di sopra dei linguaggi logici, come il platonismo, oppure 
privilegiando il piano costituito dalle logiche di ordine superiore, il che viene a 
rappresentare, per cosi dire, una specie di “platonismo alia rovescia”. I risultati della 
parte IV, congiuntamente alle osservazioni di cui sopra, ci paiono invece confermare 
la frattuosita di un atteggiamento che tenda a “relativizzare” la portata di un problema 
al particolare linguaggio logico usato: da questo punto di vista l’indagine del 
problema del continuo in teoria formalizzata nella logica del I ordine non e affatto, 
sotto un profilo epistemologico, meno interessante di quello al secondo ordine (in cui 
la congettura di Cantor in teoria viene decisa), tanto piu che esso contribuisce (come 
si e sottolineato piu sopra) a mettere in luce le strutture logiche che stanno alia base 
di diverse accezioni del termine “insieme”: e in questo senso veramente il pensiero 
matematico ha avuto a che fare da Cantor a oggi, con differenti intuizioni relative alia 
nozione di “insieme”, proprio come la riflessione sui fondamenti della geometria ha 
avuto a che fare con differenti intuizioni di “spazio”. 

L’atteggiamento che, di contro al punto di vista “assoluto”, vogliamo indicare (anche 
se con termine vago) come relativistico . offre senza dubbio il vantaggio che evita di 
considerare la gamma dei modelli della teoria degli insiemi di cui alia P.IV come un 
che di “patologico” o addirittura come prova di uno “scacco” della indagine sul 
problema del continuo nel quadro della questione dei fondamenti della matematica: 
inoltre esso ci appare come l’unioca via possibile che, pur non accettando la 
assolutezza della “intuizione” dei platonismi (e cioe il riferimento a entita obbiettive), 
resta aperta all’indagine del transfinito, pur non conferendogli quel significato 
assoluto e centrale che la tradizione cantoriana gli attribuiva, senza per altro cadere in 
una assolutezza di marca differente, come quella basata sulla “intuizione” alia 
Brouwer (riferimento a processi mentali) che viene a ridurre considerevolmente 
forizzonte della matematica, precludendosi campi di indagine estremamente 
interessanti (per esempio l’uso di asserzioni platonistiche molto forti come gli 
assiomi dell’infinite T, I etc. per stabilire la coerenza di ZF). 

Un’ultima osservazione: i risultati di indicibilita, a prescindere dalla particolare teoria 
a cui si riferiscono, hanno sempre al loro apparire qualcosa di inquietante, quasi 




rappresentassero un ostacolo a una soddisfacente filosofia della matematica. Cosi e 
stato per il teorema di Godel (1931), cosi potrebbe essere, in altro contesto, per i 
risultati di indicibilita nella teoria degli insiemi. Si pud sostenere invece che si tratta 
non gia di uno scacco generale della filosofia della matematica, quanto, semmai, 
dall’emergenza di alcuni limiti di un particolare metodo e la conseguente riduzione 
della portata di una particolare filosofia: questo appunto ha rappresentato il teorema 
di incompletezza di Godel per i metodi fmitistici di Hilbert e conseguentemente per il 
programma hilbertiano. Quanto ai risultati di indipendenza di cui alia P. IV, se essi 
possono apparire da un lato “inquietanti”, la dove per esempio eliminano la 
possibility di considerare ancora la teoria contoriana come un edificio chiaro e 
compiuto, a cui rapportare altre nozioni matematiche, e la dove sembrano mettere in 
rilievo certi limiti del formalismo nel ristrutturare tale edificio; occorre d’altro lato 
notare che essi aprono campi di indagine nuovi e promettenti. Schematizzando il 
discorso e riprendendo il paragone con il risultato di Godel del 1931: il teorema di 
incompletezza non e stato solo un risultato “limitativo”, ma e stato anche “creativo”: 
basti pensare che ad esso si collega strettamente l’origine della teoria delle funzioni 
ricorsive. 

Cosi, dietro ai risultati di P.J. Cohen, di Solvay, di Scott, di Fefermann etc. vi e un 
metodo che si presume essere estremamente ricco di sviluppi. Bene ci sembra abbia 
colto lo spirito della situazione Robinson, quando, commentando f indipendenza di 
CH, ha osservato che “si tratta di un risultato senza dubbio importante per quel che 
stabilisce, ma ancor piu per il modo in cui lo stabilisce” (43). 
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Philosophy of Mathematics , New Jersey - London - Sidney 1964 

161 What do same recent results in set theory suggest? Pp. 109-117 in LAKATOS Problems of 
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1923 (ristampa 1953). 

Ill Storia della filosofia moderna, tr. It. Vol IV Torino 1958 
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Note alia parte I 


'Per la possibility di un recupero della interpretazione in chiave degli infinitesimi alia luce di recenti indagini di teoria 
dei modelli, vedasi ROBINSON “The metaphysics of the Calculus” pp. 28-64. Di LAKATOS “Problems in the 
philosophy of mathematics. Amsterdam 1967. per lo sviluppo complessivo delle idee di Robinson, vedasi ROBINSON 
“Non-standard Analysis” Amsterdam 1966. 

Per la citazione di D’Alembert, il riferimento e ovviamente agli articoli “Differentiel” e “Limite” in “Encyclopedie 
methodique ou par ordre de matieres. (Mathematiques) 3voll. Paris Liege 1784-1789. 

2 Le prime esposizioni delle lezioni orali dedicate da Weierstarss ai numeri reali compaiono nel 1872 per iscritto in un 
libro del discepolo E. Kossak (“Die Elemente der Arithmetik”) e nel 1887 in un trattato di analisi di O. Biermann 
(“Theorie der analytischen Funktionen). 

3 ‘’Destra” e ” Sinistra” vanno ovviamente intesi sulla rappresentazione mediante una retta su cui sia stato prefisso un 
sistema di coordinate (Torientamento e, come d’uso, da sinistra a destra). 

4 Una corrispondenza tra due sistemi numerici si dice isomorfa allorche applicando le operazioni fondamentali a numeri 
del primo sistema e ai corrispondenti del secondo sistema, si ottengono come risultati numeri tra loro corrispondenti. 

Piii oltre si dara la nozione piii generale di isomorfismo tra strutture. 

5 cfr. WEYL 111 p. 47 

6 Ci si limiti ai reali positivi. Si mostra che ogni numero reale pud essere sviluppato come decimale illimitato. Si deve 
osservare che in particolare si avranno dei decimali finiti e dei decimali periodici. 1 decimali finiti possono essere poi 
scritti in questa forma: se c’e l’ultima cifra diversa da 0, essa pud essere sostituita da (d-1) 999... . Cosi, per es., 1 verra 
scritto come 0,9999... Con il che si assicura anche che ogni numero reale ha un solo sviluppo come decimale illimitato. 

7 DU BOIS REYMOND citato in GEYMONAT III p.267 

8 WAISMANN III p.217 

9 DEDEKIND III p. 1 

10 DEDEKIND/l/ pp. 1-2 

11 WEYL/2/p. 48 

12 DEDEKIND /2/p. 37 

13 DEDEKIND /2/p. 38 

14 DEDEKIND /2/p. 38 

15 cfr. GEYMONAT III pp. 270-271 

16 Per un esempio vedasi Hilbert III paragrafo 12 

17 Per la definizione dedekindiana si pud dimostrare che essa definisce a meno di isomorfismi il continuo lineare 

18 cfr. Waismann III p.209 

19 Piu sorprendente appare la critica di Hankel, il creatore della teoria formalistica dei numeri razionali. Nel suo 
“Theorie der komplexen Zahlensysteme” scrive: “Ogni tentativo di trattare i numeri irrazionali con metodo formalistico 
e senza riferimento al concetto di grandezza conduce necessariamente a una grande quantita di artifizi astrusi e 
malagevoli, i quali, anche ammesso che possano venire svolti con assoluta esattezza (cosa che mi sembra per lo meno 




assai dubbia), non posseggono certo un valore scientifico piu alto delle trattazioni intuitive”. Questa e la citazione di Du 
Bois Reymond sono tratte da Waismann III pp.209-210. 

20 WAISMANN /1/p. 210. 

21 Che le due defmizioni portino ai medesimi enti e convincimento espresso da Dedekind in DEDEKIND 111 pp. 36-37. 
Per quanto riguarda Cantor, si consideri la lettera datata Halle, 28 Aprile 1872, in CANTOR-DEDEKIND III p.187. La 
coincidenza, in parecchie questioni, di punti di vista particolari di Dedekind e Cantor non implica affatto che le loro 
prospettive generali coincidessero. Cosi, mentre Dedekind e portato piu a sottolineare l’aspetto creativo della 
definizione, Cantor sottolinea piuttosto quello descrittivo. 

22 RUSSELL /1/p. 390 

23 RUSSELL/2/p. 392 

24 CANTOR III p.190 

25 CANTOR /l/ p.191 

26 Per una rassegna e una critica di alcune concezioni fdosofiche della continuita, vedasi RUSSELL III pp. 481-491; 
597-620. Vedasi pure CANTOR III pp. 190 e segg. 

27 CASSIRER ’’Storia della fdosofia moderna“ (trad, it.) Torino 1955, vol. II pag. 546 

28 PIERCE III p. 153 - si cita dalla traduzione italiana. 

29 PIERCE /l/ p. 155 

30 PIERCE /l/ p. 155 

31 PIERCE III p.154 

32 cfr. RUSSELL III pp. 597-606 e RUSSELL 1/2/ pp. 104-155 

33 RUSSELL /3/p. 117 

34 RUSSELL /3/pp. 117-118 

35 RUSSELL/3/pp. 121 eseg. 

36 DEDEKIND /2/p. 38 

37 RUSSELL III p.606 

38 Plouquet citato in CASSIRER op. cit. Vol. II p. 545 

39 Si tratta di due luoghi leibniziani, tratti da una lettera al Remond (Gerh., “Philosophische Schriften”, III p.622) e da 
una lettera al De Voider (II, p. 268). 

Per un ampio commento a queste posizioni leibniziane, vedasi RUSSELL, “The philosophy of Leibniz “, London 1964 
(prima ediz. 1900), soprattutto i capitoli VIII, IX (“The Labyrinth of the Continuum”), X . 

40 RUSSELL /1/p. 491 

41 RUSSELL /2/p. 492 

42 Vedasi TANNERY III per un raffronto tra i problemi zenoniani e certi aspetti delle teorie di Cantor. Cfr. pure 
CAJOR1 “The Purpose ofZeno’s Arguments ofMotion, Isis III (1920), pp. 7-20. Vedasi pure GEYMONAT /l/ pp. 21- 
25, al quale si rimanda per ulteriori indicazioni bibliografiche. 

Russell si e spesso applicato a una analisi in chiave della matematica moderna dei paradossi zenoniani. Cfr. RUSSELL 
III pp.482-510, RUSSELL /3/pp. 132-140 epp. 161-183. 

Cfr. SulT analisi russelliana, MORRIS C.W. ” Has Russell passed the Tortoise?” (Journal of Philosophy 26) (1929) pp. 
449-459. 

43 KANT 13/ p.484 e seg. 

44 KANT 131 p.492 e seg. 

45 RUSSELL /1/p. 627 

46 CANTOR /1/p. 373-374 

47 KANT /3/p.497 

48 RUSSELL /1/p. 627 

49 RUSSELL /1/p. 627 

50 KANT /3/p.496 

51 WEYL 111 p. 64 

52 WEYL 111 p. 

52bis Occorre notare che le posizioni di Cantor e di Dedekind non coincidono: cfr. nota (21) 

53 Per Eudosso, per questa contrapposizione, si veda GEYMONAT III p. 271 



54 WEYL 111 p. 52 

55 cfr. WEYL 111 pp. 52-55 

56 GALILEI “Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze.” Edizione Torino 1958 pp. 60-61 
(ediz. naz. p. 93) 

57 E’ bene fare due osservazioni: a) mentre nelTatomismo classico gli atomi sono degli indivisibili solo da un punto di 
vista fisico, nella concezione “atomistica” del calcolo infinitesimale essi lo sono geometricamente, non necessariamente 
fisicamente. Cioe gli infmitesimi non rappresentano dei “quanta” di materia; b) si noti come in Galileo domina 
comunque, nello sviluppo di tale atomismo matematico, una preoccupazione dettata da interessi fisici. Per questo 
aspetto, vedasi GEYMONAT “Galileo Galilei” p. 316, Torino 1957 

58 Una precisa disamina delle posizioni di Leibniz in ROBINSON “Non-standard Analysis” pp. 261-264 

59 “Memoire de M.G. G. Leibniz touchant son sentiment sur le calcul differentiel” - Journal de Trevoux - (Gerh. Vol. 
IV p. 350) 


Note alia parte II 


'WEIL /1/p. 35 

2 CAVA1LLES III p. 72 

3 CANTOR/1/p. 180 

4 BOLZANO III p. 3 

5 Per il concetto hegeliano di infmita, vedasi HEGEL “Enciclopedia delle scienze filosofiche in compendio”, LOGICA 

(trad. it. Bari 1963, prima ed. 1907), pp. 99-101. Cfr. pure HEGEL “Lezioni sulla storia della filosofia” (trad, 

it.), pp. 224-227. 

Di estremo interesse appaiono le seguenti considerazioni di Findlay: “ II pensiero moderno a proposito dello infmito 
potrebbe accettare il punto di vista generale di Hegel: cioe che Tinfinito, come un alcunche che trascende 
effettivamente il finito, non pud essere raggiunto percorrendo tali successioni fino al loro termine... Hegel avrebbe... 
certamente adottato, se l’avesse conosciuto al proprio tempo, il punto di vista attuale, ispirato dal genio di Cantor; 
(esso)... guarda Tinfinito come un attributo o numero dell’intera successione dei numeri interi finiti disposti in ordine 
crescente, benche esso non sia in alcun modo in essi o tra essi... Hegel tuttavia, non sapendo nulla di tali nozioni 
cantoriane, ando alia ricerca del suo “Vero Infmito” in altra direzione. (J.N. FINDLAY Hegel: a re-examination 1964 
p. 163). Per una analisi del concetto hegeliano di infmita, in relazione ai problemi trattati nella Parte II, del testo citato 
di Findlay vedasi pp. 159-175. 

6 BOLZANO/1/p. 6 

7 BOLZANO/1/p. 9 

8 cfr. per es. CANTOR III p. 391. Cantor afferma: “ su questi aspetti... Hegel non merita una particolare menzione, in 
quanto che in Hegel tutto e contraddittorio, oscuro e confuso e perfrno 1’antitesi e stata elevata a peculiarita del suo 
modo di pensare”. E poco piu oltre: “Da cio si ha che tutto quel che Hegel ha detto di sensato... (sulla questione 
delTinfinito)... e preso da Spinoza”. Infine Cantor conclude che Hegel, al pari di molti altri filosofi, “confonde il 
transfinito con Tassoluto,... al quale non e accessibile alia determinazione matematica”. 

9 BOLZANO III p. 8 

10 BOLZANO III P. 8-9 

11 RUSSELL “Storia della filosofia occidentale” (trad. it. Milano 1958) 

12 BOLZANO III pp. 46 e seg. 

13 Cantor non risparmiava critiche alle definizioni di Bolzano: “Non sono affatto d’accordo con il modo con cui 
(Bolzano) tratta (i numeri infiniti), senza essere in grado di darne una definizione corretta e considero pieni di 
contraddizioni e di errori per es. i paragrafi 29-33 (dei “Paradossi”) “ CANTOR III p. 180. Tuttavia la critica 
cantoriana, appare immotivata. Per una disamina della questione, cfr. CAVAILLES III pp. 67-70. 

14 BOLZANO III p. 69 

15 BOLZANO III p. ibidem 

16 BOLZANO III p. ibidem 



17 BOLZANO III p. 70 

18 BOLZANO III p. ibidem 

19 BOLZANO III p. ibidem 

20 BOLZANO III p. 72 

21 Cantor a Dedekind, lettera datata Halle, 29 Novembre 1873. CANTOR - DEDEKIND III pp. 187-188 

22 Dati due insiemi, A e B, si chiama corrispondenza tra A e B una legge o funzione f che associa a ogni elemento 
aeA ciascuno degli elementi beB appartenenti a un sottoinsieme Ic B individuato da a e da f. Cioe si pone: I — F 
(a). Se I e composto da piu elementi di B, si dice che la corrispondenza e plurivoca tra A e B; se invece per ogni 
aeA, I = f (a) e sottoinsieme di B composto da un solo elemento b, si scrive senz’altro f(a) = b e si dice che f e 
una corrispondenzajmivoca o una rappresentazione di AinB. Detto f (A) il sottoinsieme delle immagini in B degli 
elementi di A, se f (A) c B, cioe se esiste qualche elemento beB non appartenente a f(A) (il che significa che c’e 
qualche elemento di B che non e immagine di alcun elemento di A nella f) si dice che f e una rappresentazione di 
A in B in senso stretto : se f (A) = B, cioe comunque si scelga un elemento be B esiste almeno un elemento ae A 
che ha per immagine b in f, si dice che f e una rappresentazione di A su B. Data una rappresentazione f di A in B, 
si consideri la f come rappresentazione di A su f (A) c B. Se la corrispondente in versa, f 1 tra f(A)e A e essa pure 
univoca, f e detta corrispondenza biunivoca di AinB (o: iniezione di AinB). Se f e una rappresentazione di A su 
B e se la sua inversa f 1 e una rappresentazione di su A (f 1 e univoca al pari di f) si dice che f e una 
corrispondenza biunivoca di A su B (o: biiezione di A su B ). Con definizione piu diretta: si chiama corrispondenza 
biunivoca una corrispondenza f, tra A e B tale che: 1) a ogni aeA corrisponde uno e uno solo b = f (a) e B; 2) 
ogni beB e il corrispondente, f (a) di uno e uno solo elemento ae A. 

23 GALILEO GALILEI “Discorsi”, pp. 38-47 (73-83). L’esempio geometrico e a pag. 39 (74) seg., quello aritmetico 
citato nel testo e a pag. 44 (79). 

24 Per un’ analisi di questo “paradosso”, cfr. FRAENKEL III pp. 47-49. 

25 cfr. CANTOR III soprattutto pp. 416-417. Oltre il rimando a Bolzano, per una discussione filosoficamente e 
matematicamente impegnata del totum parte maius, e bene riferirsi a PIERCE III pp. 148-152. Per es. il Pierce scrive (si 
cita, come sempre, dalla traduzione italiana): “La proposizione che le collezioni finite ed infinite si distinguono dalla 
applicability alle prime del sillogismo di quantita trasposta dovrebbe essere considerata come una proposizione basilare 
della aritmetica”. “Se una persona non sa ragionare logicamente... ma va a lume di naso nel trarre ciecamente inferenze 
simili ad altre inferenze che si sono dimostrate giuste, cadra continuamente in errore riguardo ai numeri infiniti. La 
verita e che simili persone non ragionano affatto. Ma per i pochi che ragionano, il ragionare intorno ai numeri infiniti e 
piu facile che non intorno ai numeri finiti, perche non esige il complicato sillogismo della quantita trasposta. Per 
esempio, che il tutto sia piu grande delle sue parti non e un assioma, come quel pessimo ragionatore, Euclide, 
pretendeva. E’ un teorema facilmente provato per mezzo di un sillogismo della quantita trasposta, e non diversamente. 

E’ vero rispetto a collezioni finite, rispetto a collezioni infinite e falso.” (pp. 149-150). 

26 cfr. CANTOR/l/pp. 373-374 

27 Per la dimostrazione relativa discussione, cfr. FRAENKEL III pp. 38-39; SIERPINSKI III pp. 40-41 

28 CANTOR-DEDEKIND/1/p. 188 

29 Anche nel campo dei numeri complessi si possono distinguere, ovviamente, numeri algebrici e numeri trascendenti; 
per es. le radici di x 2 = - 1 sono numeri complessi algebrici. 

30 cfr. FRAENKEL III pp. 43-45 

31 cfr. le due lettere a Dedekind, Halle 7 Dicembre 1873 e Halle 9 dicembre 1873 (CANTOR - DEDEKIND III pp. 
189-192). Per un dettagliato commento della questione, cfr. CAVAILLES III pp. 73-74. 

32 E’ interessante osservare che Cantor stesso, nel 1873-74 non sembrava attribuire un estremo interesse al problema di 
determinare la “potenza del continuo”. Scriveva infatti a Dedekind (2 die. 1873) che “(di tale problema) non me ne sono 
occupato mai seriamente, dato che per me non riveste un interesse pratico particolare e sono proprio del vostro parere 
quando dite che, per tale ragione, non merita che uno vi consacri molto del suo tempo. Tuttavia sarebbe bello potervi 
dare una risposta..Se si dimostrasse infatti che non esiste una corrispondenza biunivoca tra i numeri reali e i numeri 
naturali "si avrebbe a disposizione, per cio stesso, una nuova dimostrazione del teorema di Liouville che afferma 
Tesistenza di numeri trascendenti” (CANTOR - DEDEKIND III pp. 193-196). 

33 CANTOR - DEDEKIND III p. 196 (lettera Halle, 5 gennaio 1874) 



34 I primi procedimenti dimostrativi di Cantor in CANTOR - DEDEKIND III pp. 196-218 in cui si trovano anche 
obiezioni e osservazioni di Dedekind. Per una discussione di tali procedimenti, cfr. CAVAILLES III pp. 73-79. Per 
altre dimostrazioni, piu note e semplici, e relativa discussione, cfr. WAISMANN III pp. 186-189 e FRAENKEL III pp. 
100-105. 

35 DEDEKIND, lettera a Cantor pp. 214-216, CANTOR - DEDEKIND III 

36 CANTOR III p. 119 

37 CAVAILLES /1/p. 79 

38 CANTOR - DEDEKIND III p. 211 (lettera del 25 giugno 1877) 

39 CANTOR III p. 132 

40 La memoria e “Liber trigonometrische Reihen”, pp. 87-91 

41 CANTOR/1/p. 148 

42 RUSSELL III p. 453 

43 CANTOR /1/p. 160 

44 CAVAILLES III p. 83 

45 In particolare in “Uber die verschiedenan Standpunkte in besug auf das aktuelle Unendliche“ (CANTOR III pp. 370- 
377) e in ’’Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten“ (CANTOR III pp. 378-439): il primo e una lettera a Enestrom del 
1855, pubblicata successivamente sulla fichtiana ’’Zeitschrift fur Philosophie und philosophische Kritik“ col titolo su 
citato; le ” Mitteilungen” (uscite sulla stessa rivista tra il 1887 e il 1888) sono una rielaborazione di una serie di lettere 
scritte da Cantor a studiosi di vari interessi, come, ad es., il filosofo Lasswitz, il matematico Weierstrass, il medico 
Eulenburg, il teologo Cardinale Pranselin,etc. Non mancano discussioni filosofiche in lavori piu strettamente 
matematici, come in “Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten” (CANTOR III p. 139-246). 

44 Citato in GEYMONAT III pp. 174-175 

47 Per la posizione di Cauchy e la refutazione di Cantor, cfr. CANTOR III pp. 370 e seg. (passim). 

48 CANTOR III p. 374 

49 CANTOR III p. 409 

50 CANTOR III p. 374 

51 CANTOR III p. 400 

52 CANTOR/1/p. 401 

53 CANTOR III p. 404 

54 CANTOR/1/p. 374 

55 CANTOR/1/p. 396 e nota l,p. 401 note 1,2,3 

56 cfr. CANTOR III p. 370-377 soprattutto. 

57 Vedesi per es. p. 375 di CANTOR III 

58 CANTOR/1/p. 384 

59 CANTOR /l/ pp. 384-385 

60 CANTOR/1/p. 372 -e seg. 

61 CANTOR /l/ pp. 372-373 

62 CANTOR/1/p. 373 ep. 405 

63 CANTOR III p. 176: “ Omnia seufinita seu infinita defmita sunt et excepto Deo ab intellectu determinari possunt ” 
etc. 

64 KAMBARTEL III p.216 

65 22 gennaio 1866, in CANTOR III pp. 399-400 

66 KAMBARTEL III pp.216-217 

67 HILBERT/2/p. 371 

68 CANTOR III p. 374 

69 CANTOR III p. 404 

70 CANTOR III p. 181 

71 CANTOR III ibidem 

72 Per una esposizione della dimostrazione e alcune osservazioni critiche cfr. CAVAILLES III pp. 91-93. Per Cantor, il 
riferimento e a “Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten”. IV (CANTOR III pp. 158-164). 

73 Per la dimostrazione cfr. FRAENKEL III pp. 171-172 

74 cfr. GEYMONAT III p. 328 

75 citato in GEYMONAT III p. 329 

76 citazioni in CAVILLES III p. 84 

77 CANTOR III p. 282,1 “Beitrage zur BegrUndung der transfiniten Mengenlehre” - cfr. CANTOR III pp. 282-356 

78 GEYMONAT III p. 208 

79 CANTOR III p. 204 

80 CASARI/l/p. 23 



81 CASARl/l/p. ibidem 

82 epigrafe dei "Beitrage", CANTOR III p. 282 

83 Cantor osserva: “senza questi concetti (numeri ordinali e cardinali) non si va - io ne ho la convinzione - molto piu 
lontano nella teoria degli insiemi; ed e lo stesso, sembra, in quelle branche che dipendono dalla teoria degli insiemi 
ovvero hanno con essa un rapporto assai stretto come, ad esempio, la teoria moderna delle funzioni, da una parte, la 
logica e la teoria della conoscenza dalTaltra” (CANTOR III pp. 180-181). 

84 CANTOR III p. 396 e pp. 370-377 passim 

85 cfr. CANTOR /l/ pp. 415-417 

86 Lettera a Clerselier, in R. DECARTES, “Correspondances” (a cura di Adam e Tannery) Vol. V p. 356: “che mi 
sembra di vedere molto chiaramente che non ci pud essere progresso all’infinito riguardo a quelle idee che sono in me a 
causa del fatto che io mi percepisco finito e... non ammetto in me niente di piu di quel che io riconosco esservi; ma 
quanto, io non posso negare ... riguarda le opere di Dio, che io sapevo essere infinito, sicche non tocca a me prescrivere 
alcun termine alle sue opere”. Decartes si riferisce ad un passo delle “Meditationes”, in cui “per infinitam substantiam, 
intellego substantiam perfectiones veras et reales actu infinitas et immensas habentem. Quod non est accidens notioni 
sustantiae superadditum, sed ipsa essentia substantie absolutae sumptae...”. E nella lettera prosegue: “Bisogna notare 
che io non mi servo mai del termine infinito ( infinitas ) per significare solo il non avere affatto fine ( infinitude )), il che e 
meramente negativo... ma per significare un che di reale, che e incomparabilmente piu grande di tutte quelle cose che 
hanno un qualche fine”. Ed infine: “ Dico che la nozione che io ho dello infinito e in me tanto quanto quella del finito, 
dal momento che, da quello che io concepisco dell’essere.... e Tessere infinito che io concepisco. Ma, al fine che io 
possa concepire un esser finito, e necessario eliminare qualcosa da questa nozione generale dell’essere, che deve 
dunque precedere. 

87 Lettera a Bernoulli, in LEIBNIZ, “Mathematische Schriften”, Vol. Ill, p. 356 

88 cfr. DEDEKIND 111 pp. 63 e seg. 

89 CANTOR/1/p. 283 

90 CANTOR III p. 401, soprattutto la nota 1 

91 CANTOR/1/p. 380-381 

92 cfr. CANTOR/1/p. 381 

93 Per es. CANTOR III p. 382 e seg. 

94 Per lo sviluppo, in dettaglio, si vedano i ”Beitrage“ e, per una presentazione piu moderna, vedasi SIERPINSKI III, 
FRAENKEL III etc. 

95 Per la dimostrazione, cfr. ad es. FRAENKEL III pp. 72-78 

96 Si e gia fatto precedentemente cenno alia piu che numerabilita del continuo. Per la dimostrazione col procedimento 
della diagonale, cfr. FRAENKEL III pp. 50-56 

97 GALILEO GALILEI “Discorsi”, p. 43 (77) 

98 cfr. FRAENKEL III pp. 63-64 

99 cfr. CANTOR III p. 296 e seg. pp. 303 e seg., pp. 310 e seg. per una presentazione che tenga conto dei risultati piu 
recenti, cfr, SIERPINSKI III pp. 208-224, FRAENKEL III pp. 155-173 

100 RUSSELL III, ad esempio 

101 cfr. es. SIERPINSKI III pcap. XII e cap. XIV, etc. 

102 cfr. RUSSELL III pp. 484 e seg. 

103 cfr. per es. CANTOR III p. 395 

104 cfr. per es. CANTOR III p. 382 nota 1: “tutti e due (Helmholtz e Rroneker) chiamano numero ordinale quello che io 
chiamo “parola per i numeri ordinali, mentre per me la parola “numero ordinale” ha un altro significato. Secondo quegli 
autori le notae dovrebbero essere quelle che formano Tessenza del numero”. 

105 Per la dimostrazione, cfr. per es. FRAENKEL III pp. 217-218 

106 Per l’aritmetica degli alef, cfr. per es. KURATOWSKI-MOSTOWSKI III pp. 282-291 

107 CANTOR/1/p. 169 

108 FRAENKEL III p. 223 

109 PEANO, “Additione” Rivista di mat. Ill 8 (1906) pp. 143-155 

110 RUSSELL/1/p. 451 

111 citato in SIERPINSKI III p. 99 

112 Per una esposizione piu dettagliata, SIERPINSKI III p. 372 

113 Tale questione sara ripresa in Parte IV e in Parte V 

114 Tale questione sara ripresa in Parte IV 

115 Godel 13/ p. 259 

116 RUSSELL /1/p. 216 


NOTE ALLA PARTE III 



1 Per una bibliografia sulle antinomie, cfr FRAENKEL - BAR HILLEL III pp. 16-18 

2 L’antinomia fu pubblicata dal Burali Forti nel 1897: Cantor pero la conosceva gia nel 1895 e la comunicd a Hilbert nel 
1896. Per riferimenti bibliografici, cfr nota (1) 

3 Lettera di Cantor a Dedekind, 28 luglio 1899, CANTOR - DEDEKIND III pp. 238-244 

4 CANTOR - DEDEKIND III ibidem 

5 Per una trattazione dettagliata CANTOR - DEDEKIND III pp. 242-243 

6 E’ proprio per tale carattere “artificioso” che, agli occhi della critica predicativista, per es. degli stessi autori dei 
“Principia”, la antinomia di Russell appare sintomo di una inadeguatezza anche materiale, e non solo formale, della 
teoria ingenua degli insiemi. Se si precisa infatti il concetto cantoriano di “atto logico” in senso predicativista, 
ammettendo cioe che non solo un insieme viene costituito riunendo in un tutto certi oggetti in modo da formare un 
nuovo oggetto singolo (l’insieme X), ma che pure prima di formare Finsieme X si debbano avere tutti "disponibili” gli 
oggetti che ne devono essere elementi, la antinomia di Russell scompare, dato che X non risulta piu uno dei possibili 
elementi di se stesso. 

7 Per cui cfr RICHARD III pp. 142-144 

8 A tale dimostrazione gia si e fato allusione piu volte nella parte II. Per ulteriori notizie sulla questione, FRAENKEL 
/l/ pp. 53-56 

9 Citato in GEYMONAT III p. 291 

10 In GEYMONAT III p. 292 

11 RICHARD/1/p. 143 

12 Borel, citato in GEYMONAT III pp. 293-294 

13 GEYMONAT III pp. 293-294 

14 Per osservazioni e ulteriori riferimenti relativi a questa teoria, cfr CASARI III pp. 32-37 

15 Per ulteriori osservazioni, cfr, per es. FRAENKEL III p. 71 

16 Per la discussione di esempi tratti dalla analisi, cfr per es. WEYL III pp. 19-26 

17 La nozione di ordinale ricorsivo, come altre nozioni della teoria della ricorsivita, sono qui presupposte. Nella P. IV di 
alcune di esse sara trattato piu ampiamente. 

18 Si caratterizzera (nella P. IV) Fesplorazione del continuo con i metodi su accennati come una forma di 
“nominalismo” (tale termine va pero inteso nella accezione che verra precisata nella P. IV). 

19 Basti pensare alle idee di L. Kroneker e ala loro influenza sulle posizioni costruttiviste - cfr CASARI III pp. 133-136 
e passim. 

20 HEYTING - INTUITIONISM (Amsterdam 1966 terza ediz.) p. 1 

21 Qui si segue, sostanzialmente, CASARI III pp. 189 e seg. Per una maggiore informazione sulle questioni relative 
all’intuizionismo qui trattato nonche per ulteriori riferimenti bibliografici si rimanda a KLEENE - VESLEY “The 
foundation of intuitionism” (Amsterdam 1965). 

22 cfr CASARI III p. 191 

23 HEYTING “Axiomatic Method and Intuitionism” in “Essays on the foundations of the Mathematics dedicated to A. 

A. Fraenkel” (Jerusalem - Asterdam 1961 pp. 237-247). 

24 HEYTING “Axiomatic Method...” pp. 238-239 

25 Questo tema e trattato in WEYL 121 pp. 61-66 

26 WEYL/2/p. 62 

27 Si ricordi per esempio il noto frammento di Anassagora: “Nel piccolo non si da un minimo, ma sempre un piu 
piccolo. Perche cid che e per questo venga suddiviso, non pud cessare di essere”. (DIELS KRANZ 3 (5), 164, 16). 

Weyl in WEYL 121 p. 49 analizza questo frammento (e altri passi di filosofi classici) sotto questa luce. Cfr. inoltre 
GEYMONAT III pp. 26-29 e p. 272. 

28 Per il continuo di Leibniz, cfr la nota 39 della P. II 

29 E spesso semi-intuizionisti e intuizionisti hanno inserito la loro concezione del continuo geometrico in un quadro 
filosofico piu ampio. Esemplare per es. il comportamento di Weyl: in WEYL III pp. 65-74 vengono esaminate delle 
“implicanze” filosofiche di una teoria predicativista del continuo. Interessanti soprattutto i riferimenti a Bergson (p. 

69), a Husserl (p. 70). Ulteriori riferimenti a Husserl nella esposizione del continuo secondo Brouwer datata Weyl in 
WEYL III pp. 63 e seg. 

30 Per una analisi delle varie presentazioni del continuo intuizionista e la teoria intuizionista dei numeri reali, cfr 
GEYMONAT III pp. 274-277; CASARI III pp. 195-207 

3 ' CASARI/1/p. 202 

32 II grafico di pag. iventa cosi 





33 Per una analisi delle differenze rispetto al metodo cantoriano, cfr. CASARI III p. 196 

34 WEYL 111 p. 65 

35 KANT /3/p. 20 


NOTE ALLA PARTE IV 

(1) KR1ESEL/95/ 

(2) KR1ESEL III 

(3) Si pud aggiungere anche un terzo indirizzo, non riconducibile ai primi due: l’indirizzo formalista. II 
formalismo attuale ammette esso pure una gamma piuttosto differenziata di posizioni, spesso critiche, ma 
non radicalmente riduttive rispetto al transfinitocantoriano. Ovviamente il formalismo attuale non e 
riconducibile al’originale formalismo di Hilbert. Per una caratterizzazione di un formalismo che tenga 
conto dei piu ecenti risultati dell’indaginelogico-matematica (per esempio della indipendenza dell’ipotesi 
del continuo) vedesi ROBINSON III 

(4) Lettera di Hermite a Stieltijes cit. in Casari III 

(5) Per i rapporti intercorrenti tra “realismo” e “logicismo” vfr. Poi K.GODEL Russels Mathematical Logic 
pp. 221-232. P BENACERRAF & h.PUTNAM Philosophy of Mathematics . New Jersey 1964. Qui Godel 
esamina il logicismo di Russel e in particolare obietta a Russel di aver assunto una posizione platonista ma 
di non averla conservata ogni volta che si trovava a trattare problemi concreti. 

(6) Per tale caratterizzazione, cfr. ROBINSON III 

(7) Balza dunque in primo piano il ruolo del metodo assiomatico. Al contrario di altre scienze, la matematica 
si riferisce a “leggi”, senza riferirsi corrispondentemente a “osservazioni” sperimentali: essa si incentra 
soprattutto sulla “dimostrazione”; nondimeno, e chiaramente impossibile provare tutte le leggi 
matematiche. Le prime leggi che vengono accettate non possono essere dimostrate, dal momento che non 
vi sono delle leggi precedenti dalle quali esse possano venire dimostrate. Si hanno cosi certe leggi, gli 
assiomi appunto, che si accettano senza dimostrazione. Le leggi restanti, dette teoremi , vengono invece 
dimostrate a partire dagli assiomi: Si ha cosi una riduzione di un ampio numero di leggi matematiche a un 
ristretto numero di assiomi. Una simile riduzione ha luogo pure coi concetti matematici. Si possono 
agevolmente definire certi concetti in termini di latri; ma pure qui, i primi concetti di cui non vi sono 
precedenti concetti mediante i quali essi possano venire defmiti. Cosi i concetti di una teoria si scindono in 
concetti primitivi , e concetti derivati , definiti cioe in termini dei precedenti. 

(8) Per piu ampi particolari sulle strutture associate ai linguaggi,cfr. ad esempio SHOENF1ELD III pp. 18 e 
seg. 

(9) Significative a questo proposito le parole di Hilbert nella celebre lettera a Frege (in FREGE /l/): Se io, 
come miei punti, penso quali si vogliono sistemi di cose, per esempio il sistema: amore, legge, 
spazzacamino,...; e poi non faccio altro che assumere tutti i miei assiomi come relazioni tra tali cose, 
allora le mie proposizioni, per esempio il teorema di Pitagora, valgono anche per queste cose”. 

(10) Weyl/2/ 

(11) Significativo, a questo proposito, un aneddotoriportato da E. NOETHER (in DEDEKIND Gesammelte 
Werke Brunswick 1932, V.III, pag.449): “Dedekind...si immaginava un insieme come un sacco chiuso, 
che contenga ben determinati oggetti, che pero non si vedono, e dei quali non si sa altro se non che sono 
dati e determinati. Qualche tempo dopo Cantor diede a conoscere la sua rappresentazione di un 
insieme.. .(dicendo) con uno sguardo perduto nel vuoto: io immagino un inseieme come un abisso”. 

(12) Per tali assiomi vedasi ZERMELO /3/, ZERMELO 151; vedasi pure CASARI III 

(13) Per tale struttura , cfr. KREISEL III; KREISEL /2/; KREISEL & KRIVINE III 

(14) Si noti che la terminologia relativa a queste nozioni metateoriche non e univoca. Qui si segue la 
terminologia di FRAENKEL-BAR HILLEL / 1/Cap.V 

(15) WEYL/2/ 

(16) Un esempio di indipendenza e appunto quello costituito dall’assioma della completezza rispetto agli latri 
assiomi della geometria euclidea che in III HILBERT dimostra esibendo un modello basato sul sistema dei 
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numeri reali algebrici, in cui tale assioma risulta falso, mentre tutti gli altri assiomi risultano veri-cfr. del 
resto P.I-. 

Di veda per esempio GANDY R.O On the axiom of extensionality Part. IJ. Symb Logic 21 pp. 36-48 Part. 
II ibid. 24 pp. 287-300. 

Cfr. D.SCOTT More on the axiom of extenseionality pp. 115/131 di Essay in the foundations of 
mathematics Jerusalem - Amsterdam 1962 (dedicated to A. A Fraenkel). 

Cfr. MOSTOWSKI III e Tanalisi di tale metodo in LEVI/7/ 

Cfr. DEDEKIND 111 

Cfr. per ulteriori dettagli, CASARI /l/; FRAENKEL - BAR HILLEL III 

CANTOR - DEDEKIND III 

Cfr. Su questo principio CASARI III 

Cfr. VON NEUMANN III 

Seguendo COHEN 14/ 

Cfr. COHEN 141 


Un ordinale a e detto inaccessible se per tutti i P, ye <CC,y <CC e tutte le successioni CL 
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MONTAGUE & VAUGHT III 

COHEN 141 

Cfr. CASARI III 

Cfr. per esempio COHEN 141 

Cfr. MONTAGUE Semantical closure and non-finito axiomatizability in Infinitistic methods - Oxford & 
Worszawa 1959 

Per la originale presentazione di Godel cfr. GODEL /2/; per Bamays cfr. BARNAYS III, 131. Per una 

esposizione e una discussione critica delle teorie del tipo Von Neumann -Godel - Bernays cfr. Math. 37 

Cfr. NOVAK L. Use A construction for models of consistent systems Fund. Math. 37 

Cfr. NOVAK articolo citato e SHONFIELD A relative consistency proof J. Of sym. Logic pp.21-28 

Tali concetti sono qui presupposti come noti. Si rimanda per essi a ROGERS III 

Per una teoria dei numeri in ZF cfr. ad esempio COHEN 141 p.23 

Cfr. GODEL On formally Undecidable Propositions of the Principia Mathematica and Related Systems, I 
pp. 4-38 di M. DAVIS Thje undecidable - New York 1956. Per chiarimenti bibliografici e ulteriori 
precisazioni si veda lo stesso libro del Davis. Una esposizione dei teoremi di Godel ( con ampia 
bibliografia e in appendice una traduzione italiana della memoria godeliana) si trova in AGAZZI E. - 
Introduzione ai problemi della assiomatica, - Vedasi pure per tali questioni KLEUNE III. 

FRAENKEL - BAR HILLEL/!/ 


KREISEL - KRIVINE III p. 171 

La principale mira del programma hilbertiano appare cosi irraggiungibile; essa consisteva nel tentativo di 
provare la coerenza formale della teoria elementare dei umeri con l’aiuto di quei soli procedimenti 
dimostrativi della stessa teoria che si possono considerare “fmitistici”. Ma per quanto ampiamente si possa 
poi interpretare tale restrizione, la possibility che una proposizione, che adeguatamente nel sistema 
rappresenti la coerenza del sistema stesso, viene a cadere. 

C’e un certo parallelismo tra i teoremi di Godel e di Tarsi: mentre i primo mostra la intrinseca del potere 

deduttivo di ogni sistema S sufficientemente potente, il secondo ne palesa invece le limitazioni del potere 

espressivo. Per una chiara caratterizzazione di questo parallelismo, MOSTOWSKI /1/p.27 

Cfr. TARSKI - Logic. Semantics. Metamathematics - Oxford 1956 p. 247 

Per riferimenti storici a proposito del teorema di Lowenheim-Skolem, cfr Mostwski III 

VON NEUMANN - Eine Axiomatisierung der Nengelehre - J.F. Math. 154 p- 240 (riportato in VON 

NEUMANN III) 

Cfr. KLEENE III 

Cfr SKOLEM - Review in jahrbuch fiber die Fortschritte der Mathematik 54; SKOLEM - Uber die 

Grundlagendiskussionen in der Mathematik. Den ayvende skandinaviske matematikerkongress i Oslo 19- 

22 August 1929 (Broggers, Oslo, 1930); SKOLEM III 

VON NEUMANN - Eine axiomatisierung der Mengenlehre - J.F. Math. 154 

Cfr DEDEKIND 111 

Per gli sviluppi dettagliati si rimanda a KURATOSKI MOSTOWSKI /l/; COHEN 141; SHOENFIELD 
III] etc. 

Diciamo che una relazione R su un insieme T ordina T se (ponendo x<y invece che <x,y>eR) : i) per tutti 
gli x, y in T, vale una e una sola delle seguenti x=y, x y, y x; ii) x<y & y<z —> X < Z ■ Diciamo poi che R 



induce un buon ordinamento su T se R ordina T e se: 

B(zS&B^(j)-4 3x(x e B & Vy(y e B ye x)) 

(52) Si osservi che in questo caso ci sono maggiori difficolta tecniche, perche nel sistema cui si fa riferimento 
ci sono variabili di tre sorte, per punti, rette, piani. 

(53) Per il concetto di modello interno, cfr. Shepherdson III, JENSEN III, DALLA CHIARA SCABIA /l/, 
KARP III pp.6 e seg. 

(54) Occorre qui fare menzione di un tentativo fatto da Hilbert (HILBERT 121) per dimostrare la congettura 
cantoriana, Nel suo approccio al problema del continuo, Hilbert segna una svolta rispetto a Cantor e ai 
matematici con lui d’accordo: invece di esaminare la possibilita di una corrispondenza biunivoca tra 
l’insieme dei numeri reali e e la seconda classe cantoria, egli esamina infatti le “definizioni” dei numeri 
reali. Per alcune osservazioni su tale tentativo, cfr. SIERPINSKI 121 p.4 nota 1. Per un raffronto tra il 
metodo hilbertiano e la prova di coerenza di Godel, cfr. GODEL 151 

(55) MOSTOWSKI III p.41. E bene qualificare come “debole” tale nominalismo, per distinguerlo da un 
nominalismo piu radicale (e piu vicino alia tradizione storica) quello di Lesniewski e ripreso da Godman, 
Quine, etc. 

(56) Cfr. CHURCH & KLEENE - Formal definitions in the theory of ordinal numbers, Fund. Math. 28pp. 11- 
21 e KLEENE - On notation for ordinal numbers J. of Symb. Logic 3 pp. 150 - 155 

(57) CHURCH - The constructive second number class Bull. Of Amer. Math. Soc. 44 pp. 224-232 

(58) H. LUBESGUE - Sur les functions representable analytiquement - Jour. De Math. Pures et appl. 1905 p. 
205 

(59) Per maggiori informazioni sul sistema di notazioni, cfr. oltre che i testi di cui alle note (56) e (57) 
ROGERS III pp. 205 e seg. 

(60) ROGERS III p. 211. Per tutte le nozioni di teoria della ricorsivita a cui si fa riferimento si rimanda al testo 
di Rogers. 

(61) n;(z') dove i=0, 1 e k=0, 1, 2,.. le formule di un linguaggio L(S) di un sistema S in grado di trattare 

formalmente la Analisi, che possono essere ridotte a forma normali prenesse, il cui prefisso consta di 
occorrenze alternate dei due tipi di quantificatori a partire da \/(3). Con A! k si denotano poi le formule 

II', (zj, ) che equivalgono a una formula Y,' k (il^. ). Se i=0 i quantificatori del prefisso quantificano 

variabili che variano su insiemi di numeri naturali, mentre se i =1 quantificano variabili che variano su 
insiemi di numeri naturali, cioe su funzioni numeriche, k indica il numero dei quantificatori. Per qualsiasi 

k, le formule n [ e K si dicono analitiche . Le A'j si dicono iperaritmetiche. Gli stessi nomi vengono 

adoperati per gli insiemi che possono essere defmiti da tali espressioni. 

(62) Questi quindi considerera la prova di coerenza dell’ipotesi del continuo in una maniera formale, 
prescindendo da tale interpretazione che tende a stabilire un contatto tra Tatteggiamento qui chiamato 
“nominalista” (in stretto riferimento alle esigenze portate avanti da Borel, Lebesgue, etc.) e i fini platonici 
di ristrutturare in modo convincente la teoria cantoriana del transfmito. 

(63) WEYL III p.14 

(64) Come gia avvertito, per tutta questa parte si usera indifferentemente la terminologia in chiave di 
relativizzazione o quella in chiave di modello interno. 

(65) Naturalmente essa pud essere effettuata anche per GB, come per esempio in GODEL 121 

(66) Cfr., per esempio COHEN /4/p.92; cfr. pure KARP III 

(67) Godel si serve della gerarchia L in GODEL III, delle funzioni F() in GODEL 121 

(68) Cfr GODEL /4/ 140:”penso che la definibilita in termini ordinali” anche se non costituisce almeno una 
formulazione adeguata in senso assoluto di una proprieta degli insiemi strettamente connessa, cioe alia 
proprieta di “essere formato in base a una legge” in quanto opposta a “ essere formato con una scelta a 
caso degli elementi”. Infatti negli ordinali non vi e certamente alcun elemento di casualita, e percio 
neppure negli insiemi defmiti in termini di essi”. 

(69) In GODEL 151 si esaminano appunto le possibilita di sopprimere tale restrizione. 

(70) Per una dimostrazione completa, cfr. COHEN /4/ pp. 89-90 

(71) Per alcune osservazioni critiche su tale dimostrazione, cfr COHEN /4/ p.90 

(72) Per la dimostrazione, cfr. COHEN 14/ p.91 

(73) Cfr. COHEN 14/ ibidem 

(74) Ovviamente V e L sono classi in GB e quindi se V=L e una abbreviazione di una formula L(ZF), e una 
formula di L(GB) 

(75) COHEN/4/p. 93 

(76) Per la dimostrazione completa, cfr.COHEN 14/ p,97 

(77) Cfr. cOHEN 141 82-83 




(78) 

(79) 

(80) 
(81) 
(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

( 86 ) 

(87) 

( 88 ) 

(89) 

(90) 

(91) 

(92) 

(93) 

(94) 

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

( 100 ) 

( 101 ) 

( 102 ) 

(103) 

(104) 

(105) 

(106) 

(107) 


(108) 

(109) 

(HO) 

(HI) 

( 112 ) 

(113) 

(114) 

(115) 

(116) 

(117) 

(118) 

(119) 

( 120 ) 


La struttura ramificata trattata in P.1II degli A„ si pud del resto considerare come una restrizione (limitando 
a ai soli ordinali ricorsivi (=costruttivi) della struttura ramificata esaminata in questa parte. 

Per alcune considerazioni critiche relative all’uso di SM nelle prove di indipendenza, cfr. COHEN /4/ pp. 
147-148. Per il modello minimale, cfr.soprattutto COHEN III e SHEPHERDSON III. 

D’ora in avanti, per il modello M, N, etc. intenderemo sempre un modello transitivo. 

Cfr. COHEN /4/pp. 105-106 

Cfr. COHEN /3/ pp. 41-42, COHEN 14/ pp. 108-109 

La via e diversa in COHEN 121 e in COHEN 141. Qui in generale si segue la traccia di COHEN 141 che 
presenta alcuni vantaggi di carattere tecnico rispetto a COHEN 111. 

Cfr. COHEN 141 p. 114 e cfr, pure FEFERMANN III 

Cfr. ad esempio KRFPKE III pp. 118-119 

Cfr. COHEN /4/p. 121 

Cfr. COHEN /4/p. 124 

Cfr. LUS1N p. 129 

Cfr. GODEL /3/ p. 270 

Per tale nozione, in fiunzione del discorso sul continuo, cfr. GODEL /3/ p. 269 

Cfr. HAUSDORF Menegenlehre 1914 1 ed. P. 69 

Per il risultato di Konig rimandiamo a KONIG nella bibliografia. 

Per la dimostrazione, cfr.COHEN 141 p. 133 

Un metodo diverso e seguito invece in COHEN 111 Qui si e seguito COHEN 141 
Cfr. COHEN 141 pp. 136 e seg. 

Cfr. SIERPINSKI 111; vedi pure PREV1ALE III 
In FEFERMANN III 
SHOENF1ELD III p. 304 
MONTAGUE-VAUGHT III pp. 233 e seg. 

Cfr. KURATOWSKI-MOSTOWSKI III pp. 326 e seg. e TARSKI Uber unerreichbare Kardinalzahlen - 
Fund. Math. 30 pp. 68-69 

Per la dimostrazione, cfr. KURATOWSKI-MOSTOWSKI III p. 326 
Cfr. SHOENFIELD III p. 306 
Cfr. COHEN III part. II p. 110 
LEVY A. Ill 

Cfr. KURATOWSKI-NOSTOWSKI III 
Cfr. COHEN/1/p. 110 


Si allude a P. MAHLO Zur Teorie und Anwendung der P Q Zahlen. Berichte uber die Verhandlung der 


Sachsischen Akademie der Wissenshaften zu Leipzig, Mathematisch Naturwissenschaftliche Klasse 64 pp. 
108-112; 65 pp. 268-282 

Sulla base dello schema di Levy, si prova che esistono cardinali delle altre classi di Mahlo, cfr. LEVY 

A./ll 

MOSTOWSKI 111 pp. 85-86 

Cfr. S. BANACH e K. KURATOWSKI Sur une generalisation du probleme de la mesure . Fund. Math. 15 
pp. 127-131 
Cfr. TARSKI III 

Cfr ULAM Zur MASSTHEORIE IN DER ALLGEMAINEN MENGENLEHRE fund. Math. 16 pp. 140- 
150 

Cfr. per esempio J.H. KEISLER. Some applications of the theory of models to set theory in Logic, 
Metodology and Philosophy of Science - Standford 1962 pp. 80-86. 

Cfr. TARSKI e KEISLER From accessible to macccssablc cardi-nals . Fund. Math. 53 pp. 117-199 
Cfr. SCOTT III e SHONFIELD III p. 314 
ROWBOTTON /l/; cfr. pure SHOENFELD III p. 314 
PRIKRY III 

Cfr. LEVI A. 161, SOLOWAY III 

Cfr. MOSTOWSKI-KURATOWSKI III e piu in dettaglio TARSKI e KEISLER cit. in nota /17) 
MOSTOWSKI/2/p. 98 


NOTE ALLA PARTE V 


(1) Baer III paragrafo 5 

(2) Cfr. SIERPINSKI III e 111 - per ulteriori riferimenti cfr. la bibliografia di BACHMANN III 

(3) GODEL/3/p.261 



(4) KREISEL/l/p. 109 

(5) EASTON IXI 

(6) FEFERMANN III 

(7) Per una estensione di tale tipo, cfr. KRIPKE /l/ p. 119 

(8) Per una tale terminologia, cfr. KREISEL /l/ p. 109 

(9) Cfr. KREISEL/2/pp. 109-110 

(10) Cfr per esempio KRIPKE IXI pp. 100 e seg. 

(11) KREISEL - A remark on free choice sequence and the topological completeness proofs - Journal of 
Symb. Logic 23 pp. 369-388 

(12) KREISEL/l/p. 110 

(13) Per tale calcolo, cfr. Heyting - Die formalen Regeln der intuitionistischen Louik. Sitzungsber. Der Preus 
Acad. Der Wiss, Phys-Math. K1 1930 pp. 42-56. - Per una esposizione critica dei linementi di tale calcolo, 
cfrCASARl/l/pp. 193 e seg. 

(14) GRZEGORCZYK IXI 

(15) Cfr. per esempio KRIPKE /l:/pp. 94 e seg. 

(16) Vedinota(13) 

(17) COHEN & REUBEN IXI 

(18) Per tale asserzione cfr. ERRERA IXI 

(19) GO DEL /3/p. 271 

(20) GODEL 13/ ibidem 

(21) GODEL 13/ pp. 270 e segg. 

(22) Cfr. SIERPINSKI IXI pp. 379-382 

(23) Per una esposizione sommaria di alcuni di tali risultati, cfr. GODEL 131 p. 267; per ulteriori informazioni 
bibliografiche si rimanda alia nota (1) 

(24) Cfr. COHEN & REUBEN IXI 

(25) Cfr. KREISEL IXI p. 106 

(26) Cfr. SHONFIELD 14/ 

(27) Per tale notazione cfr. P. IV nota (61) 

(28) Cfr. KREISEL/l/p. 110 

(29) COHEN RUEBEN IXI p. 112 

(30) MOSTOWSKI 121 p. 93 

(31) Cfr. MOSTOWSKI/1/p. 148 

(32) SKOLEM IXI p. 299 nota 9 

(33) Cfr. MOSTOWSKI 111 p. 94 & 131 p. 114 

(34) Per gli assiomi di ZF 2 cfr. MONTAGUE IXI 133 

(35) Per queste questioni, cfr. MONTAGUE IXI p. 136 

(36) Cfr. MONTAGUE IXI ibidem 

(37) Cfr. KRIESEL 151 p. 150 e KREISEL-KRIVINE IXI p. 185 

(38) Per questo concetto, cfr. KREISEL-KRIVINE /l/ pp. 184-186 

(39) KREISEL/5/p. 152 

(40) KREISEL 151 pp. 150 e segg. & 141 

(41) MOSTOWSKI/2/p. 107 

(42) MOSTOWSKI 111 ibidem 

(43) ROBINSON 111 


NOTE ALLA PARTE IV 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 
12 


13 



14 


16 

17 

18 

19 

20 
21 
22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 
61 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 


76 







